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CONDITIONS DE LA SOUSCRIPTION. 

Depuis le promicr juillet 1810 , ce recueil parait de mois en 
mois , par livraisons de 3o h. ^o pages. La couverture de chaque 
livraison prcsente l'annonce des ouvrages nouveaux et des concours 
acadiimiqucs. 

On peut souscrire indiiTuremment ,~ 

Au bureau des Annales , rue d'Â.vignon, n.^ i3o , à Nismes, 
(Gard), . ,_ ^ , , 

Chez madame rMa^t£Wi/££ilea>, ini'piÛRfÉuk-tlbKiîre pour les inatLë' 
maiiques, quai des Augusiins , n." 57 , à Paris, 

£t i tous les bureaux de poste. 

Le^^^| S^ f ) ^>îff> j*ij>i Ç»ÉÏ^M*Jf i\ lV!.P°"t I^%ance, 
et 24 fr. pour -{'étranger. 11 en coule moitié pour six mois; et le 
prix de chacun de» cinq premiers volumes est inférieur de 3 ir. a 
celui de la souscription annuelle. Les lettres et l'argent doivent étr» 
affranchis. ? n ' ----^-» .- ■ ^ 



AVIS au Relieur , 
Sur le placement des Planches. 



Planche I. Après la page 60. 
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ANNALES 

DE MATHÉMATIQUES 

PURES ET APPUQUÉÈS. 

ASTRONOMIE. 

Essai tourte nouvelle solution des principaux problèmes 
t^astronomie ; 

Par M^Kramf , professeur , doyen de la faculté des 
sciences de Tacadëmie de Strasbourg. 



( Troisième mémoire. ) (*) 

68. Uans notrft second mémoire noiu itods entrepris la $ 

do problème de dëtenniner les élémens de l'orbite d'un corps» 

plaoëtaire ou cométaîre , moyennant un nombre suffisant d'obset- 



C*> Voj'es lea pagtt i6i et aS? du !▼.' TslaUM de ce recoeiL 
Tom.y,o,*J.*',i.*'juiIIetiBi4. 
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a PROBLEMES 

vations. On sait <{ue ces élémeos soat au nombre de ti'x: la lon- 
gitude du nceud , l'inclinaison de l'orbite , la position de la ligne 
des apsides , le grand axe , l'excentricité et l'instant du passage par 
l'une des deux apsides. £n continuant de designer par a l'angle 
que constitue l'excentricité de l'orbe terrestre , chacune de ces six in- 
connues pourra élre représentée par une série telle que A+Bf^+Cx*-^... ; 
elle sera très-coDTergente , étant disposée selon les' puissances de h 
que l'on sait être une Fraclion angulaire égale à un soixantième k peu 
près. Le premier terme u4 sera ce que devient cette série dans le 
cas de A=o : c'est celui d'un mouvement uniforme et circulaire. 
Ce premier terme constitue proprerneiit Ta 'diHîcuTtë dû problème ; 
les coeflicîens des autres se trouveront en suivant une marche ana- 
logue i celle de nos problèmes prÂ:éàeas , et qui sera le résultat 
de quelques différenliations successives. 

69. Dans le problème VII qui a précédé immédiatement celui-ci , 
nous avons supposé la position du plan dé l'orbite connue ; deux 
observations suffisaient alors pour trouva* , dans tous les cas , les 
valeurs générales et rigoureuses des quatre inconnues qu'il restait à 
déterminer. Si cetlè position n'est pas connue d'avance 1 il y aurti 
deux inconnues de plus , ce qui rend le problème beaucoup plus 
difficile. Il sera convenable alors de s'occuper d'une méthode générale 
qui puisse nous conduire k la détermination du plan de l'orbite , 
indépendamment des autres Inconnues. Les essais que nous avons 
faits pour y parvenir seront l'objet du problème qui suit. 

70. PROBLÈME' VIII. Trots observations d'une planhe ou 
"d'une comité étant données , diiermîriér les deux élémens desquels 

dépend la position du plan de son orbite : savoir la longitude du 
haud , et rangîe que fait le plan de cet orbite avec celui de 
Tècliptique ? 

71. Solution. Les notations qut nous avons employées dans les 
Uois probUmet précédens seront conservées. Soient donc 
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D'^ASTRONOMIE. 5 

j... l'angle ESN; longitude du nœud. 

^...l'angle MNL ; incHnaisoR de l'orbite. 

«...l'angle ASN , que fait la ligne des noeuds avec cette -des apsides. 

^...le demi-grand axe de l'orbite de la planète ou de la comète. 

/(.•.Texcentricité de l'orbite } ce qui donne 
^Cos.^.t.pour le demt-petit axe ; 
^Sin./i. . . pour la distance du foyer au centre, 

tf...le demi-grand axe de l'orbite de la terre supposé circulaire. 

p...le temps périodique de la terre, dont le mouvement est supposé 
uniforme. 

^...le temps périodique de l'astre. 

Le premier de ces termes est connu. Quant ^ l'autre , le théorème 
Képlérien p' : ^*^za* i6^ nous fait voir quil dépend du demi-grand 
axe 6 , et que les deux quantités 3 et ^ ne forment qu'une seule 
inconnue. 

73. Aux cinç éle'mens désignés par les lettres /■ , t , ^ , t* t ^ 
il faut en ajouter ud sixième : c'est celui qui doit fixer le 
moment du passage de la comète par l'aphélie de son orbite. Nous 
supposerons donc que,' dans cet instant, la terre était au point B 
de la sienne. La aiiiëme inconnue sera donc 

/«... l'angle NSB que faisait la ligne des nœuds avec le rayon 
vecteur de la terre SB , à l'instant du passage de l'astre par l'aphélie 
de son orbite. (*) 

7$. Nous continuerons d'employer la lettre f pour désigner V Ano- 
malie vraie , et la lettre ■ pour exprimer V Anomalie excentrique, 
La longitude de la terre * supposée .au point T de son orbite , ou 
l'angle £ST ,. seca désignée. par fi ce qui rend l'angle NST=i— /^ 
et l'angle BST=f— ^:r-M> £t comme l'astre emploie te même temps 
pour parcourir l'arc ÂM de son, orbite, et pour décrire ainsi l'ano- 



C*) On suppose toujonr* qu'on a tous tes jeux la figure b, JJiaxiime mém»*Ye. 
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4 PROBLEMES 

nalie vraie tt ^ laquelle répondent l'excentrique x et le rayon vec- 
teur SM=r, on aura^ les équations qui suivent: 




74* ^D éliminant de toutes ces formules l'anomalie Vraie ^ , et 
en conserrant la se'ule anomalie. excentrique ■*> ^ laquelle' nous 
aurons soin de tout réduire , les égalités précédentes seront iranS' 
formées dans celles qui suivent : 



Sin.f= 
Gos.f= 



Cot.K-l-Sin.^ 



ce qui donne 



r=:3(t4-Sin.j»Gos.') ; 

rSin.f =^G)S./tSîn.« , 
rOïs.f = i(Cos."+Sin./«) . 



75. En abaissant du point M qui est le lieu de l'astre dans son 
orbite f la perpendiculaire MN sur la ligne des nœuds , les deux 
coordonnées de ce point seront exprimées comme il suit : 

MK=rCos.C.+f)=JP , 
SN=rSin.(.+f)=iÇ ; 
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D'ASTRONOMIE. 5 

P=(iH-Sin.^Cos.»)Co8.(i4-f) ; 

Ç=(i+Sin.^Cos.«)Sin.(.+f) ; 

et, en dëveloppant moyennant les formules du n." -j^, 

i*=:Cos.iSîn./(-(-Cos.iCos.B — Sin.iSin,»Cos./> , 

Q=$io.iSin./>+Sîn.iCos.«-4-G)s.iSin.*Cos.^ . 

Nous continuerons d'employer les lettres P el Q , dont nous avons 
dëjji reconnu la nëcessîtë indispensable pour la solution générale 
du problème. 

76. Les mêmes quantités P el Q peuvent encore être autrement 
exprimées , par la longitude et la latitude géocentriques au moment 
de l'observation. £n continuant de désigner 

Par .^...ta longitude géocentrique » 
Far B.,Ai latitude géocentrique ; 
nous avons fait voir (55) que 

a ~" Cot,fi+SiD.^m.(.i^—A)CoxM ' 

hq _ Sin.(*-^ 

Egalant entre elles les deux expressions équivalentes de P , aussi 
bien que celles de Q , on aura donc deux équations renfermant 
d'un cAté l'excentricité /* , l'anomalie excentrique « et l'angle « que 
fait la ligne des nœuds avec celle des apsides , et de l'autre le 

rapport — des axes et les deux angles ^ et-^, desquels dépend la 

position du plan de l'orbite. 

77. Ainsi donc , pour résoudre complètement le problème pro- 
posé , nous avons besoin de trois observations. Elles nous fourniront 
immédiatement les trois longitudes géocentriques A , ji' , A" -, les 
trois latitudes géocentriques £,£' , B" , et les trois angles 1, i'» <'• 
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6 PROBLEMES 

dont les diiSirences seront supposées proportionnelles aux temps. 
Outre les six ïncoonues déjà mentionnées (71 , 72). nous aurons 
encore tes trois anomalies excentriques s , «^ , '^' qu'il faudra déter- 
miner également. Le nombre des inconnues étant ainsi porté à neuFi 
il faudra , pour résoudre le problème , ntwf équations indépendantes 
entre elles. Six de ces équations seront fournies en égalant entre 
elles les deux expressions équivalentes de J* , celles de F' celles 
de F" , et de même celles de Ç , de Ç' , de Ç". On aura de 
plas les trois équations (73) , savoir : 

L(* —^—9)=, +Sin.^in.> , 

—(#'—*—•)=»' -f-Sin-^inV , 

' ■î.r*'/— >— »)=^/+Sin.^in.«''' . 
* 

Ici on pourra ; par une simple soustraction , éliminer l'inconDUc 1 , 

an obtiendra ainsi les deux équations qui suivent : 

■£-(»'— l)=.'-«H-Sin.,<SinV—Sin..) ; 

- (*"—»')=»/'— '-i-Sin.,iCSin..'/—Sin.«0 . 

lIToas, remai'querons, qu'en divisant l'une de ces deux demi^i» 
équations par l'autre , on aura l'équaUon symétrique qui suit , et 

(|ui est débarrassée du rapport — , savoir : 

0= I («'— «")4-l Sin^SinV — Sin.«") r 

-f #/(•"_. ;+*' SinXSin.."— Sin.« ) 
+»'/(« — ^)+l'/Sin.,.[Sin.- — SinV) . 

78. En nous arrêtant aux deux équations obtenues en éliminant 
Yftngle « , le problème sera réduit i huit équations , renfermant un 
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D'ASTRONOMIE. 7 

pareil nombre d'inconnues. Pour le réduire ultérieuremeat aux deux 
seules inconnues |3 et ^, lesquelles déterminent la position du plan 
de l'orbite , il foudrait donc éliminer successivement les six autres 
înoonnues , savoir : les trois anomalies excentriques « , »', *■" \ l'angle ■ ; 

l'excentricité /• , et le rapport — ou — ; or , cette élimination est 

analitiquement impossible , tant que l'on conservera la forme trans- 
cendante des deux dernières équations , renfermant à la fois \t^ 
anomalies excentriques «, »' , *" y et les sinus dettes mêmes ano- 
malies. Reste donc à exprimer les unes par les autres. De pareilles 
expressions , au défaut d'être rigoureuses , pourront au moins être 
approchées ; et ces approximations seront applicables à notre pro- 
blème , pour peu que les observations qu'on emploira ne soient 
pas très-éloignées l'une de l'autre. 

79. ^TiSMiknE jtPPiioxiM^Tioir. L'angle est égal à son sinus. 
Cela donne +=Sin.'/' , en désignant l'angle par 'ï'. On a rigoureu- 
sement '^=Sin.'^+^Sin.*'('^-^Sin.''M-•••.;l'en:a<l^ est donc égale 
i ^Sin.*i('+^Sin.*'^+,.. En prenant ici pour' + la différence d« 
nos deux anomalies excentriques ou ■'— >, l'équation 

I. (#'_|)=«/— »+Sin.^Sin.,'— Sin.«) 

prendra Ib forme 

■^ =aSîn.K«'— )iCos.f (-'-.)+Sin.^Cos.K»'+-)ï ? 
ï 

et sera devenue entièrement algébrique. La supposition if.=Sin.i^ ne 
peut être employée sans erreur sensible qu'autant ^ue l'observation 
moyenne ne di/fère des deux autres que de l'intcrralle de quelques 
jours ; cependant , 'elle sert de base aux méthodes de du Séjour 
et d'Oiàers , comme nous le verrons bientôt ; et , dans tous le* 
•a», elle fournit une première approximation fort utile. 
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8 PROBLEMES 

80. Seconde approximation. L'angle + esl égala ^ . 11 

n'en difihère efFectivement que de~4-...., ce «juî fail 

0,0003, pour 'J'=3o*' , 

c,ooi&, pour ^=4^" I 

0,0080 , pour 'f'sSo* . 
Foar ta angle moindre que So** , la différence est Insensible. Ce 
théorème se Ironve dans l'ouvrage de Saellius , nommé Cyclomitricut 
( Lugd. Batav, 1621 ) ; mais des auteurs très-ins(ruits , en le faisant 
remonter plus baut de près de deux siècles , en attribuent l'honneur 
au célèbre et savant cardinal Niculaus Cusanus. Cette formule 
fournit , pour |a solution du problème , une approximation plus 
exacte, mais elle conduit à des ëqualions plus compliquées. 

81. TROisitsiE {approximation » V angle ^ est égal à 

■ ,„u — :Sin,v. Il n'en diffire effectivement que de ^— +...., ce 
qui fait 

o,ooooo5 ^...pour ■^=3o* , 
0,000100 »... pour +=45" , 
0}00o8oo,...pour •4'= 60* . 

En faisant usage de cette troisième formule , on pou.rra employa 
des observations de quelques mois d'intervalle. 

82. Dîonis du Séjour , dans son Quatorzième mémoire anaUiique 
( Aead. des sciences , année 1779 , pag. i55 ) , a substitué au 
secteur curviligne de l'astre , qui est proportionnel au temps ^ l'aîre 
recliligne comprise entre les rayons vecteurs et ta corde corres- 
poadaute- On a, pour le premier, 

^C»'— #)=«/— »+Sin.^CSin.«'—Sin.-) j 

«t on aurait pour l'autre 
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D'ASTRONOMIE. 9 

L (C— l)=Sm.(«'— »)+Sin.,<Sin..'— Sin») . 

Cet astronome suppose donc tacitement que ta difTërence entre les 
deux anomalies excentriques est assez petite pour être sensiblement 
confondue avec son sinus. Le tbëorème auquel cette supposition l'a 
conduit , et qui lui a ^rvi pour déterminer la position du plan 
de l'orbite , est identique arec celui qu'Olbers a 'publié, dans un 
traité allemand eo 1797 , et qui revient encore au principe etnployé 
par du Séj.our. Opendant cet astronome ne parait pas en avoir 
tiré tout le parti qu'il pouraït, parce que, dans son traité, il s'est 
renfermé dans le seul cas particulier ,,et peu probable, du mou- 
vemenl parabolique. (*) 

83. Comme nous avons (75) 

(*) En pouMuit ces approxinuiioiu plut loin , f u tnmi 

jy _4; 8o+35Coa.4> 

* Sin.^ ~ 54+48Co».'H-3C(wj^' ' 
_ ^ 3i3+ioiCo».iH-Co*-a')' 



VII. 



' Sin.4' " i5o+i5oCo».'*-i-iSCo..a<f- ' 

Sin.^ iooo4-ii35C<M.^idoCot.a^+5Co*.3^ ' 

4 _ 3i5ia4-a6374Cos.'f'+a364Co«Jif-+n>Co*.3j' 



Lei erreurs d« ces fonnutei approximatives sont respectivement égales ila neupîimet 
bonri>m«, Iktreieième et la quînxième poissances de l'angle ij'. En calculant, 
d'après ces mimes formules , l'arc de 60°, on le trouve 

d'après IV ,... ~^ ^3:errinir o,oooo4855 , 
d'après V ,... ïff ^ï-.trrmt o,ooooo3€i466S , 
d'apris VI ,•,. {^fj ^: erreur 0,000000219670 , 
d'après VH,...7^HV^:erTeiir 0,0000000 i6o55 . 
Tom. K a 
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10 PROBtèMES 
iP =r Cos.(i+ff) , 

-^ IQ -T Sin.(.+ç) , 

nons en .déduirons 

i»(PÇ'— P'0=JT'Sm.(f'— ?) ; 
ce c[uî devient , en réduisant 

pÇ/_p/^=Cos.^Stn.(«'— «)+Co8.^SinXSin.«'— Sin.«) . 
De plus , nous avons (77) 

L (t/— !) = («/— «)+Sin.KSin.,'-Si[J..) , 

ce qui devient, en remplaçant l'angle "^ — » par son sinus 

£.(*'__l) = Sin.(»'— •VfSinVSIn.»'— Sin.,) , 
1 

11 en résulte 

PÇ/-P/Ç= -î- (♦'-*)Co3./. . 
On aura de même 



p/Ç'/_p//Ç/= £. (»^/^*^Cos./i , 



P q^'—p/tq = £ (#'/—! )Cos.^ i 

d*o& l'on tire 



La dernière peut éire ^ptiquée , sant erreur sensible , k tout angle moindre que ^o"* 

Ces approximations , qu'il lerait facile de pousser plu« luîn , peuvent , dans 

certains cas , di^enser de l'usage des tables , et donner lieu k d'autres applications 

utiles. Elles donnent en particulier des approximations faciles du nonilire «, et c'est 
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D'ASTRONOMIE. ii . 

^uation essâiiliellc, et remarquable par sa simplicité. 

84. Dîvisaot les trois premières de ces équations l'une par l'autre , 
m aura 

pr/—p'Q _ *>—$ 
p(^'—i"'Q ~ r'— "* ' 

P'Q"—P'iQ'_ f'-f 
P(^'—t"<l ~ ¥'—t ' 
Ainsi donc , tant que les observations seront assez rapprochëcs pour 
que les angles "'— • , »''—•/ puissent être confondus avec leurs sinus » 
sans erreur sensible, les trois différences des produils PQf — P'Ç, 
P'(^t—P"<^ , P(^/~P"q, seront proportionnelles aux intervalles 
des temps. 11 en résulte deux équation^ entièrement algébriques ^ 
qui ne renferment d'autres inconnues que les deux seuls angles ^, 
i , desquels dépend la position du plan de l'orbite , et dont nous 
pourrons tirer -, avec facilité , les expressions litérales de ces inconnues. 
fi5. Procédons d'abord au développement de ces trois différences 
b 
de produits. Faisons — :=m ; on aura 

_ Cot.ilCo«.(«— J)+Sln.j»Sin.(»— yf)Coi.B 
*" *" Co«.M-Sin-#Sifi.Ci^^Co(.fl ' 

CoMCo».(*'— J?+Sin^in.(»'— .<OCot.g 
*" "" Co».j»-fSin,i8Siii.(*— ^')Cot^ » 






Sin.(l— h 



Co».H-Sln.^iii.(*— ^>ColB ' 

Sin-Çy— i) 

Cos.jH-Sia.|BSin.(;!— ^OCol.fi' * 

Sin.(«"— J) 

Co».i»+Sin,^in.C*-^")OJt.B'' ' 
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Il PnOBLÈMES 

86. Poar priÎKntsr ces dévetoppemças sous U forma U plus 
■impie , nous ferons d'abord 

11—1=1 ,- 
<"— Ife/' , 

de manière que h^l+t' ; ces trois lettres désigneront ainsi les in- 
tervalles des temps. De plus , nous désignerons les trois dënomi- 
Dateurs par D , D' t ly^ ; de manière que 

B =Cos.H-Sin.tôin.() — A )Cot.B' , 

jy =Cos.;î+Sin.»Sin.(»— /<' )Col.B' , i 

Z)"=Cos.»-(-Sin.»Sln.(j— ^^CoLB" . 

Enfin nous emplolrons les lettres M t N t O pour exprimer les 

trois différences de produit qui suivent ; 

3f = Sin.(l —A )Sin.(<' — »)Cot.£— Sin {y —A' )Sin.(»->)Cot.S' , 
/r=S!n..(l -A ;Sin.(»"— >)Cot.S— Sln.(»"— ><")Sin.{l— »)Cot.a" , 
= Sin-fC— ^')Sin<l"— »)Cos.B— Sin.(<"— >')Sio.(<'— »)Cot.B" . 

87. £n faisant usage de ces notations , on aura , de U manière 
nÙTSnte , Us développemens qu'on demandait , savoir : 

i)B'(/'Ç'— P'Ç)=Cos./lSinJ+JfSio.|l , 

B 1>"{P q;'—p»q ) =Cos.iiSin jS+iïSio.» , 

D'D"(i"^'— P"Ç0^Co!.aSln.«'+OSin.» . 

88. Reste donc simplement à substituer les expressions que nous 
Tenons d'obtenir dans les égalités (84) , savoir 

M.P Ç» —P' Ç )=/ iPQ"—P"0 , 
h(,P'(y'—P"Qf)=lXPQ"—P"0 . 

En mettant ici ï la place de D, ly , ly , leurs valeurs respec- 
liTU , tirfcs de (86) ; ensuite i b place de PQ'—P'Q , P'^'~.P"Q' i 



., Google 



D'ASTRONOMIE. ^^ 

P(^'-~-P'fQ , Uan valeurs données (87), on au» ley deux SqnatîODs 
du second degr^ qui suivent : 

o^^hSÎDj — /Sin^)Gos.*iS 

—tSio^SiaJ^f^A' )Cot.B' Sin.^Cos.^ 
+ (Aflf— /JV)Sin.^Co3.^ 

+AJtfSin<>— ^")CouB''SiD.-(i 
-'tNSm.,(f—A')Cot.B'S\n.'^ , 
o=(ASînJ'— r'Sin^)Cos.»j8 
+ASin./'Sin.(j— .^ )Cot^ Sin.^Co8 r 

+ (AO— i'iV)Sin.iiCo8.j» 

•i-WS\a.(i—Â)CoUB Sia.'$ 
— /'ASin^j— ^')Cot.B'Sin.»ii . 

,89. Ici je remarquerai d'abord que , tant qu'il n'y aura qu'un inter- 
iralle de cinq à six jours entre la première et la seconde » de même 
cfa'entre la seconde et la troisième observations, la valeur. numérique 
des deux dlfiiérences de produits hSinJ—tSin^ ^ ASinJ' — i'Sm^ 
aéra au-dessous d'un Ji'x miUiime , et qu'ainsi il sera permis de 
supprimer 'les premiers termes de nos équations , sans erreur sen- 
sible. Divisant alors par $in.ii , elles seront rabaissées au premier 
degré , et donneront , pour Tang.^ les deof expressions équivalentes 
qui suivent 

ftSin.tSiH.(»— ■rfg)Cot.Btf— <SÎB.)tSin.t»— >OCot.B'-Hflf— fW 

•-.iang.^=3 AMSii».(*— y^'OCot.»"— *WSin.(J>-.<')Cor.B' * 

_ AS Îii^Siii.(»—.^}O>t.^^Sîii.«Sin.<>--j^0Cot.g'f*g>-< '» 

— Tang.^_ AOSiiL(^-^CotJÏ-*'N5iii.(*— -*OCotJÏ' 

^. Essajrons de donner aux noniraleiin et aux dénominatear» 
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de ces deox fractions la forme connue de binôme , saTOÎr FCos.^GSla.^, 
Dans celte vue , nous ferons , pour abréger , 

c-Cas.A ColJ , <i'=Sm.A Col.S , 
J=Cos^'Col.B' , b'=S\n.A' Cot-B' , 
c=Q>s^"Cot.B" j <:'=Sio^"Cot.B" . 

m=S\n.(l~J)Oot.BSm.l' — Sio-C -^A' )Cot.S' Sin.l , 
n =Sia.C—A)Cot.aSm.i"-Sm^t"—A")Cal.B'^m.l' , 
oziSin.;"— ^')Cot^'Sin.«"-Sin.;i"— ^";Coti)"Sin.< ; 

oi'=Sin.(' —A )Cot.B Cos." — Sin.Cl* —A' )Col.B' Cos.» , 
ii'=Sin.(> —A )Cot.S Cos.<"— Sin (<"— /<")Col.B"Cos.i , 
o'=Sin.(<'— ^')Co'-B'Cos-"'— Sin.C'— ^"jCot.B"Cos.<' . 

91. Enfin , proposons la dernière notation que la nature du pro- 
blème exige , et qui parait nécessaire pour présenter l'inconnue sous 
la forme la plus simple : savoir , 

D=hm—tn — c^hSàaJ+h't^nJt , 
E=hm'—lit'—chS\nJ+l&mA , 
F=b'lit—c'hm , 
e=h'lii'+Hn—c'ltm>—chm , 

. D'=ho—l'n—<i'liSinJi-\-biliS\n.h , 
£'=*»'— fn'—oJSio.C+fa'Sin^ , 
Fl=hil'rL—aiho , 
Ci=il'it+b'l'n'—ilho—ti'ho' , 
H'-^bt'n'—aho' , 

g2. Les deux expressions (8^) deviendront alors 
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93. Reste donc , pour trouTer l'angle inconnu ^ , h ëgaler ensemble 
Ces lieux fractions qui , par la nature du problème , doivent être 
ëquivalcntes. On aura l'équation du troisième degré qui suit : 

-KDH'-Zy^+jEC-^'G )Tang.»i. 

-K^iP-^'fOTang.'* . C) 
q4- I^a tangente de l'angle inconnu j- , duquel dépend la déter- 
mination de tous les autres élémens est donc la racine d'une équation 
assez siraple du troisième degré; et la nature du problème nous 
permet de présumer qu'elle est la seule .réelle. Remarquons que 
nous ne nous sommes permis aucune supposition sur la nature de 
l'orbite , le grand système de la gravitation universelle nous apprenant 
uniquement que c'est uQe section conique. £n appliquant , daa4 
cbaque cas particulier , les valeurs numériques données par les obser- 
vations aux expressions littérales de nos formules , nous verrons 
ci c'est une parabole , une ellipse ou bien une hyperbole. Dispensés 
de l'emploi ordinaire et très*pénibfe des fausses positions , noaa 
devons remarquer qae notre solution , de même que toutes celles 
de l'algèbre élémentaire , conduit directement au but qu'on s'était 
proposé. Eln supposant ï la terre un mouvement circulaire et uni- 
forme, pendant l'intervalle qui sépare les observations , nous avons fait 
disparaître de nos formules la ligne a , demi-grand axe de l'orbe 



(*) En ne supposant point QulleilHdenx âIfféreuc»AâiaJ-f%.A et Jl5iaJ'-^Sio.Af 
Nqoation finale qui donne Tang.^ est beaucoup f lus compli^ilëe ; suif elle no 
iëàn aiguutia» ^i^au ^nsbcïèim degré. 
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temstr« -, cette sapposition ne peut donc inHuer «ur les r&ullals 
que sous le simple rapport de rmégalité de nos trois rayons vec- 
teurs : inégalité insensible pendant l'intervalle de temps que noua 
avons supposé. Il nous reste donc k enseigner la petite correction 
qu'il faut employer^ pour faire coïncider l'orbite calculée par notre 
métbode avec de« observations plus éloignées ; et ce sera l'objet 
d'un autre mémoire. 

95. Ayant trouvé l'angle >, on trouvera llnclinaison de l'orbite, 
ou l'angle fi , moyennant l'une ou l'autre des deux formules (92)» 
dont l'identité pourra servir d'ailleurs à vérifier le calcul. Connais- 
sant ainsi les deux angles desquels dépend la position de l'orbîte , 
rien n'empêchera de procéder k l'évaluation numérique des fractions 
P » -P'. ^" t Q, Qf , Qf' , moyennant les formules (85) ; on verra 
si les trois différences de produits PQ'—P'Q , P'Q^'—P"Qf . 
PQ'' — P'-'Ç sont entre elles dans la raison des ïnlervaltes dos temps, 
et SI la troisième est égale à la somme des deux autres. Cette 
condition étant remplie , on sera sûr qu'aucune erreur n'a pu se 
glisser dans l'évaluation numérique des formules générales. 

96. Toutefois , rappelons-nous que les formules (85) ne nous 
font pas trouver les quantités P , P' , P" , Q, Ç' , Ç" , mais 

les produits — , — , , ~± , -1 , -X ila fraction — , 

a a a a a a 

qui désigne le rapport entre les demi- grands axes des deux or- 
bites, étant elle-même une des inconnues du problème. Pour éviter 

toute erreur , nous désignerons par la lettre n , la fraction — , et 

pou» ferons 

P =»» . Q =nW , MsinO , 

P'=nM' , Ç'=nN' , R'zs^nO» , 
P>i=nU" . qi^nm , R"^=n(y' . 

Comme nous avons déj^ employé la lettre R pour désigner la 

racine 
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racine quarr^ de P'-f-Q* , nous désigoerona de même par O celle 
de Jlf*-}-iV* ; il en sera de même , lorsque ces lettres seront aiTectéea 
d'un ou de deux accens. 

97* La posiiion du plan étant déterminée | le nombre des în- 
conauea «era réduit i six: savoir, 

I^s trois anomalies excentriques >,■',•', 

L'excenlricilé ^ , 

L'angle que fait la ligne des 
apsides arec la ligne des nœuds ■ , 

Le rapport des deux axes n . 
Pour les déterminer , nous aurons les hait équations qui sulrent 

.,(1) nM =Coa(Sio.fr-hCosiCo9.> — Stn4Cos./«Sin^ 

(a) nM' =Cos4SiQ^4-Go5..Cos.'^ —SiniCos .^o.»' 

(3) #ldf'''=Cos.*Sin.H-<^S4CosV'— Sln^Cos./.Sin.-'' 

(4) nH =Sin^Sîo.H-Sin.^8.> +Gos.tCos /•Siu." 

(5) nW =:Sin.«Sin^+SinrfCos.>' -^Cos^Cos^tSin.*' 

(6) nW"=:Sin.iSin.,.+SinjÇosV'+Cos.iCos./.Siny 

(7) (•' — ' WTi='f — » -hSin-^SinV -Sin.» ) , 
<8) (#"—*'; /;?=•"— '-|-SioXSîn.-"—SinV) . 

Six équations suffisent pour trouver les inconnues qui nous resteflf^ 
On pourra employer les équations f i , s , 4 ■ ^1 7) 1 en employant 
la première et la seconde observations ; ou bien les équation* 
(2,3, 5,6. 8) 1 si l'on veut faire usage d«! la second* et de 
la troisième. Les deux solutions doivent donner le même résultat, 
et seiviront à vérifier l'une par l'autre. 

9S. En choisissant les deux premières observations qui nooft- 
fournissent les six quantités connues M ^ M' , N , A', *> *' , nouJ 
aurons les cinq équations qui suivent: 

Tom. K 3 
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nM ^Cos.iSin.^+Coi.tCos." — Sin.tCos.^Sin.» 
n^/=CosiS'in./.+Cos^Cos.«' — SiiiiCos.^Sîii.*' 
ntf = Sin.fSîii.^+SiiiXoi.» +Co»..Cos.^Sm.» 
«W''=Sin.,Sin.^-ï-Sin..Cosy+CoSaCos.^Stn.*' 
(*/_*j|/;î=(-'-^»;4-Sin./«;Sin.«'— Sin.) . _ 
99i LVliminatioii de l'angle • nous foyrnU le- moyen de réduire 

à irais les quatre premières de ces ëquatioDS. Nous avons dëji 

observé , dans le précédent mémoire , que 

Jï— fl' ou «(O— 0')=2Sin.pSin.ffSin.+ , 
PQ'-P^q ou. B\JlfiV'— J(f'iV)=2Cos/.Sin.+(Cos>+Sin^Cos.*),' 
RRf~PPi—<lQf ou «'(OO^— JI/Jlf'-JV2V0=aCos.>Sin.'+ ; 

de même que . dans le problème précédent , nous avons cttiployë 
les lerires f et 4- pour désigner ta demi-somme et la demi-diiTé- 
rcnce des deux anomalies excentriques, tellement que »^=9+4' > 
et s^f— 1^. Moyennant cette notation _, la dernière équation prendra 
la forme qui suit : 

(|/_#)|/;;j=:2'K-2Sln.MCoj.#Sin.'*' . 

100. Pour pFésenlsr nos quatre équations sous la forme la plus 
simple dont elles peuvent itre aascentibles , nous emploirons les 
c[ualre lettres a, bt c, d^ de la manière qui suit: soient 
aa=0—(y , 

elles deviendront alors 

n tf==Sîn,/*Sin.9Sin.'>f' , . , 

B»*=Co3.,.Sin.+CCw.++SiD^Co»,f!) , 
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Bjr=Cos./.Sîn> , 

- - loi. Poor tirer de ces quatre ëqualioDs les valeurs numériques 
de nos quatre inconnues, dans des cas. quelconques, et sans aucua 
emploi de moyens approximatifs , il faut employer les fausses po- 
sitions. Ainsi y supposant une valeur quelconque à l'angle f , la 

première et la troisième équations nous fourniront — ^Tang./tSin.^ ; 

ce qui fera connaître l'excenlricitiî /*. Divisant de même le quarrt! 
de la troisième par la seconde , on aura 

T ~ Coa.p+Sia.fCoa.ii' ' 
OU 

JCo3./•Sin.'^— «•Co8.+=£'Sinj«Co8.ff , 
d'o& l'on tirera facilement l'angle ^, moyennant un nouvel angle, 
tel que Tang-X= ■ ■■' , et qui fournira Sin.('^—>i)=Sin.xSin.^Co5.f. 
On aura ensuite 

C 

et les quatre inconnues étant ainsi supposées connues, on en fera 
l'épreuve sur la quatrième équation ; on aura soin de noter l'erreur 
qui en sera résultée , et qui conduira à une seconde position plus 
approchante que l'autre. 

I02. On pourra cependant se passer de l'emploi des fausses po- 
sitions , dans le ras oft les observations sont assez rapprochées pour 
que , sans erreur sensible, on puisse faire Sin.^=^ , et Cos.'^— i. 
Nos quatre équations deviendront alors 

A 0= Siii/'Sin.fSin.'^ , 

n*^ = Cos./tSia.4^i+Sin.^Cos-^) , 
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ncsxCos.fSin.'l' , 

II ^era tris- belle, dans celte supposition , d'exprimer les angles /»,' 
9 I V' , ea n , de la manière suivante : 

nal((3C— ni) 



Sîn.'+: 



iic'faH*'). 



*(ac— ni) ' 
iij{ac— ni) 



et sabstItuaDt , on auta pour n , qui forme la principale iaconnua 
du problème , l'expression très-simple qui siiil : 



io3. Celte expression nous fait connaître , sur-le-champ , le» 
trois cas de l'ellipse , de la parabole et de l'hyperbole. Tant qu'on 
aura icd* > (a'-\-c')i , le grand axe de l'orbite sera positif , ce 
qui indique Vellipse. Dans le cas oppose, de 3f^<(a*-|-£*)£, l'axe, 
devenu négatif , indiquera Vk^perbole. On reconnaîtra la parahola 
\ ce qu'on aura alors 2tf</*=(a*-|-^)£. Ije cercle se reconnaîtra sur- 
le-champ à l'égalitë des trois rayons vecteurs, qui stmt proportionnels 
aux radicaux RyR' » R" > ou bien 0,0^ O". On aura , dans ce 
dernier cas, Sin.^i=o, et Cos.p;=i ; ce qui donne 

rt'i=Sîn.'frCos.+ , 
n £=Sin.'f' , 

ce qui fournira, entre les trois quantités t, c, d^ l'équation de 
coaditioa rft=(i'+**)i:». 
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io4' Sabslitaaot , dans les expressions littérales de ^ f, ^, U 
valeur de n qu'on vient de trouver , et posant, pour abréger, 
a'+c'=sf* , on aura les fonuules qui suivent : 



Sia.*=-^^^E- Cos.,=-T=^^= i 

io5. Ayant ainsi trouvé les anomalies exceiltriqnes > , m' moyennant 

«'=f-f-^ et «^f— ^ , on passera aux anomalies vraies f et f' > 

mojreanant les équations connues 

Cos.i^n./i _ GujH-^*/* 

Sin.«= ^-^^^^— , Co8.«:= — - — - — , 
t+&iut*Co**» i+Sia^Cos.» 

et par conséquent 

Coê.tiS»TLK '. 



on bien 

Tang.if=Tang<45»-.i^)Tang.i» . 

io6. Connaissant l'anomalie vraie f, on aura, pour déterminée 
l'angle ■ que fait la ligne des apsides avec celle des Dceods , let 
^nations suivantes , parmi lesquelles on peut choisir , 
PSituf PCo:9 

Sin f.+*1= ^"-^ - <?^» 

107. Heste donc jk déterminer le seul angle « qui fixe llnstant 
du passage par le périhélie , et qui sera U seule inconoue de l'une 
quelconque des trois équations 
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i.(#_^_,)=«4.Sm.i.Sm.» ; 
9 

ou (i — *— «)v^nî=« +Sin./»Sin.» , 

(••_j_,;j/^=»/_4_Sin./.Sin.-' , 

io8. Dans cet exposé , on a pris pour exempte la première «| 
la 'seconde observation , <{ui ont conduit aux anomalies excentriques 
> et "^ , et de là aux anomalies vraies f et 9', On pouvait em- 
ployer de même la second» et la troisième observations , par la 
Vioyen desquelles on aurait déterminé les anomalies excentriques >/ 
et aff , lesquelles auraient conduit ensuite aux anomalies vraies 9 et f^. 

Les valeurs de rexeentricité r* , du rapport des deux axes — • , de 

l'angle « , aussi bien que de l'angle * , qui détermine l'instant du 
passage par le périhélie , doivent être les mêmes , d'après les deux 
' procédés , avec une petite diiTéreoce y commune ^ toutes les mé- 
thodes proposées jusqu'ici , ei qui vient de ce que nous avons supposé 
les rayons vecteurs de l'orbite terrestre sensiblement égaux , pendant 
l'intervalle qui sépare trois observations ; q-ie de plus nous avons 
supposé lés différeaccs angulaires *' — * , ''' — »' sensiblement égales 
k leurs sinus reapeclîts ; et qu'enfin nous avons supposé hhXnJ- — /Sin.A 
£t h?tmW—t'Sia.h l'une et l'autre évanouissantes. fJous nous réser* 
Tons d'enseigoer, dans un mémoire suivant, les moyens les plus 
expéditifs que fournit l'analise , ^our faire dlspnruilre ce reste d'er- 
reur ; et , en mâme temps , nous essayerons de l'aire usage d'obser- 
vations moins rapprochées entre tWes. IVous terminerons le mémoire 
actuel » en appliquant notre mtthode à qnejquef exemples ; et, dam ' 
celte vue , nous choisirons la seconde comète que Mechain à découverte 
en i^Pi , et qu'il a obsi^rvée pendant les mois A' oi tobre ,- Ae no- 
pemhre et de Jécembrâ.W en a calculé l'orbite , supposée Parabolique, 
d'après la méthode de Laplace ; Il a trouvé ainsi 
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Le Hen du nœud ascendant , OM l'angle ^=77.* 32' SS'' i 
L'inclinaison de torbite , ou l'angle ^=.z'j.° 12' 4" • 
Pfous ferons l'ëvaluaUon de ces mêmes ao^s , d'a^s notre 
inëlhode , laquelle nous apprendra ^ en mime tetnps , si l'vrbïte est 
Parabolique , Elliptique ou bien Hyperhelique. 

109. ïiz% cinq observations de Mëchaîo , faîtes ennovembre, nous 
choisirons celles du 14, du ig et du aS novembre. Elles sont -toutes 
rapportées i la même heure du jour ^ sareïr à S heures 1^' 44^^> 
temps moyea de Paris: ce ijui fournit, pour les oeuf -élémens de 
notre analise , les valeurs angulaires qui suivent : 

Longitudes de la terre ^ vue du soleil , ou angles ', *' *", 



t =52.* 53^ 5o'' . 



/ ^ 5." 3/ i4'/=i8i94'/ , 
t'= 6." 4' 28//= a 1868'' , 

h = 11." 7' 42"=4oo62" , 



Longitudes géocentrïques de la comète, ou angles A , A' , A" \_ 
A =307.* 14' 45" , ) { * — < =—354." 20' 55" , 

A' =3oG.** Si' 26" , } donc ( C— ^'=*— a48.« 5^' 2a" , 
^"=3o6.» 41' 37^' ; ) ( ï^/— ^"=— a42.« 4©/ S" , 

Latitudes gëoceDtrK[ues de la combe , ou aog^» B , B* , B^^ ^ 
B =55.« 17' 9*' , 
^/=39-' U'48«.» 
J"=:a9-» 58' 43" . 
110. On -en tire la liste des togarithmes qui ssirent. 

Logarithmes des Sîn. et Cm. des loitgiiad. Géaeent. 
Lo£.Sîo^ =39,9009362 . LogX^ofl^ =9>7&i9M9 * \ 
Log.Sin.>tf' =9»go3L6ao , Log.Cos^^' =9,7380232 , 
IiOg.Sîn.^"=9,9o4o889 , Log.Cosutf''=^7 7.63639 . 
lies sinus 'de» Iwigitudes sont nég^ifs. . 



.y Google 



±4 PROBLEMES 

Log. des Sût. tt Cos. des Long, de la terre , vue du soleil f 

Log.SÎQ.' :=s9,90776o5 , Log.Cos.' 5:9.7804949 t 

Logâin'^ =9,928)887 . Log Cos.'' =9,7248033 , 

Log.Sin>'=9,9537546 j Log.Co5.»"=g,64'4446 • 

Log. des trois différences Ang» I , t' , h et de leur Si», 

hogj =8.9455o3i , Log.Sin.i =8,9449397 , 

Log7'=9,o25384o » ■Log.SiqJ'^ 9,0245700 , 

Log^ =9^88307$ i Log.Siii^ =9,2855735 . 

Q en résulte 

hSinj —i Sin^s:o,oooo853 , 

^SiaJ'—/^S'in^= 0,000090 7 ; 

Onpentdone regarder ces deuK différences comme éranonissantes. 

Log. des Cot. des trois Lat. Géoc. B . W » B" , et des prod. 

A».(*—A)Co/.B ,....; 

Log.Got.5 =9.8406070 , Log.Sln.(l — ^ ;Col.fl =9,8241976 , 

Log.Cot.B' =0,0878113 , Log.Sm.(#'— ^')Cot.5' =0,0576893 . 

LogjCot.5''=:o,238935i , Log.Sin.C»'/— ■rf")Cot.ff"!=o,i875247 . 

Zog. des prod. désignés par a , b , c , a' , b' , c' ; (90) 

Log.ii=9,63353i9 t Log.tf'=9,74i5453 , 

Log.*=9.8658345 , Log*'=9^909733 , 

.Log.rso,ot52990 ; Lrf>g^^9,i43o24o •' 

Les prodaita a' y V ^ ef sont négatifs. 

Vaieuri des quantités m , a , o , lu^ , n' , o' f/ cb ieurs logarithmui 

w= — 0,3454160 , m'= — o,334g47i , 

ji =—0,6285306 , «'=— 0.6368338 , 

• =•—0,3786088 î P'=— o^ijooÔS . 
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Log.0i= 9,5383^25 , Log.jn'=9,5a^976a , 
Log.ns=c},7983tg4 I Log. r'= 9,8040262 , 
Log.» =9,4449948 ! Log.o'=9,5oi07ii . 

rtlmrsJuco^cùnsB ,t,,F,G,li, IK, E', F', C, H'; Jgiî 
D= — 0,0259450 , D'=+''.oo38i55 , 
£=^«,oi4io56 , ^'=+o,oi235i4 , 
'/'=-H>,o44974o , ^=+0,0354311 , 
6=4-0,0747632 , ^=4^,**o59353 , 
-H=-H>,026i437 j ^'=5— 0,0337557 . 

Valeurs numériques des produîls nécessaires au calcul des coef- 
Jtciens (^3) ; 

Ils ont iU tou9 moltiptiës par la neuvième paiiaaDce de Ji». 

DF'=— 919000 , £F'=— 499636 , 

Z)'f=-4-i7i598 , £'^=+553497 . 

7)C'=— 153991 ; £&=— 83721 , 

n'a =+285359 > £'G=-t-92343o , 

Bfi'=+6i6342 , £a'=+335o88 ; 

I1'B=+ 9975i i £/f'=+3229ii . 

Di^érences de ces produits , serrant à l'équation finale en / ; 

ZW—fl'/'=— 1090598 , EF'—E>F=—x<Aii:iSi , 

BG'+D'G=— 439250 , £6'— £'C=_ioo7i5i , 

Bfl'-i>'/f=+ 516591 , EB>—E'H=.+ 12177, 

Xom. r. 4 
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Eqtlation finale faisant" cùnnaÛn i } ' ' 

0=1090098 
-i494378Tang.> 
+ 43o56oTang.'^ 
-h i2i77Tan^V • 

La seule racine rt^elle àb cette équation fait eonnkître la tan- 
gente de l'angle f -, it sera égal h 91. ** 19^ 3"}'^ : c'est la longitude 
du nœud. 

De là on psssera ^ l'inclinaison dC Porbite du l'angle fi ; les deux 
fonnules (92) . s'«eeordent à detiner r 

,80."— i8= a7.«4&' 4J' , 

■"ita* Mettons à cdfé les résùttali àa la Méthode de ZaPlacè, 
pour laquelle on a employé les observations , beaucoup plus éloi- 
gnées des 9 octobre , 1 7 novembre et 20 décembre , en admettant 
toutefois la supposition peu rigoiîreu&e , et même frès-pen probable 
du mouv'ement pariibilique. Elle a: donné 

j.= 77.*' i2."55" , 
' i8o.°— /»=27.' ia' 4" . (*) 



(*) Voyes Astronomie de Biot , s.' iâH, , tom. III , additioni , pag. 202. 
Dans «a Cttmétographie , tom. u , pag. 108 , Vtagré , d'après AUckain , ayait doon^ 

issyjfi Ax' Sa" , 
iSo."— jtsay." 13* S" . 
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ii3. Ayant déterminé ainsi la position de l'orbite , ïl faud''a p?sst:jr 

it l'évaluation des quantités P, P( , P" , Q^ Q' , Ç'' , toutes iumU 

tipliées par le facteur inconnu — , ou dÎTÎsées par n, ca faisant 

iiu^e des formules (76). £n supprimant ce facteur qur est comoiup 
i tous y on aura 

P ~o . 5493415 , Q =0 . 8942916 , 

P' =0.3737041 , Ç/^o . 995i8o3 , 

P"=o . x634i.o9 ; ^'=0 . io6o»i6 ; 

d'oà il résulte 

PÇ'—P'Ç =0.3133547 , 

p/Ç//_p/'^=o. 2495918 , 

p ç//_p'/ç =0 . 46i44j i' . 

I,e rapport des deux premières différences s'ëcarte Ir&s-peu-.du ri^ptvt 
des temps ; de plus , la somme dt^s deux premières est presque 
rigoureus(;ment égale jk la Irçisiâune jIûi^ elle ne diffère que ,^c o,ooi5. 
On a employé ici les valeurs angulaires Irouvées (l lo) , déduites des 
observations de i4, '19 et 23 ixorenkln-e.' En ,se serTautNde cellus 
des 17 , 19 et 32 , on aurait eu 

P Qf —P' q =0 . o58855o , 
p'Ç''_p//Q'=o . o883i5o . 
p.Ç//_p/'Ç/ = o . i4?0228 . 

La diflr(!renre entre la troisième et la' somme des deux autres n'est 
que de o,oooi5. 

ti4. Reste donc à dclermmer le rappovt n ou —désaxes, l'ex- 
centricité Ht l'angle* de U ligne des apsides avec celle des nœuds. 
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et Tin^tant du passage au pdrihëlîe. Je me bornerai ici aax deux 

pteiniers. On trouve 

Cette valeur nëgatîre de n , et consëquemment de i , indique une 
branche hyperbolique. Elle explique et )ustifîe la différence entre 
nos riisultats et ceux de Laplace , déduits de l'hypothèse parabolique. 
Le cosinus de /* deviendra donc imaginaire. Sin./« sera une quan- 
tité réelle , mais plus grande que runïtë. On trouve en effet 
Log.Sin.^= 0,66092 74 i donc 

Sin.^=4»58o65a ; 

i+Sin^=5.58o65a , 

I— Sin^=:3. 58o652 j 
on aura donc 

DisUnce périhélie ou •—(i+Sin./>]3=i ,048364 . 

Distance aphélie ou '— (i— Sin./*)j=i,633934 • 

La première , obtenue par la méthode de Laplace; 

est 0,9609951 ï 

Différence avec la ndlre 0,08736g 

c'est nn douzième du demi-grand axe -de l'orbe terrestre. 
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GEOMETRIE ANALITIQUE. 

Propriétés des diamètres conjugués de ^ellipsoïde ; 
Par M. Gehgokhb. 



OoiENT a , i , c lés trois demi-diamèlres prÎDcipaiix d'un' ellip^ 
soïdc , pris pour axe des coordonnées. Soient ensuite (x , y , z) t 
(«^ I y'» -^Ot (*"> y"f ■z'O *** extrémité» de trois autres demi- 
diamètres quelconques; on aura 






co 



a* ' i' ' e* 

Si Ton veut, en outre ,' que les nouveaux demi-dîamitres soient 
conjugués les uns aux autres , il faudra exprimer de plus que le plan 
tangent à l'extrémité de cliacun est , & la fois , parallèle \ cbacu4 
des deux autres ; ce qui donnera encore 

a» 5» ca 



, yy 



-) — =0 ; 






(*i 



£n posant ; pont abréger ^ 
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3(1 DIAMÈTRES CONJUGUÉS 

-=i. i=r, -=Z, 



--A», 



?=!*, -=.Z', 



r* t" 



(3) 



ces équations deviendront 

X •+¥ '+z '=1.1 xiK''+r' r''+z'Z"=o , I 

. X"+r"+z"=i ,((4) x** +i'"i' +2"^ =o,.)(5) 

x'i'+r'"+z»- = I ; ) X j? +r r +2 z' = o . 1 

Or , il est connu , par la théorie de la transformation des coor- 
données dans l'espace (*)% que , lorsqu'on a de telles relations 
entre des quantités , on a aussi entre elles les relations suivantes 

X-+A»-l-X'>'= i , ] 
Z'+Z"+Z'" = i ; \ 

iiszi~~zr^--i-(r'£"-£'r>')'+{r"z~z''rys^.\ , î 

(ZX'-XZ')'^(Z'X"-XiZ'r,'+',Z"X—X"Z)-=J.. j,(7) 

(xr'-rx')-+{r'X''-X'r"f^(X''r—r''xy—i -, \ 
xr'Z''—xz'r"+zx'r"-rxz"+rz'X"-zr'X"=i. (8) 

En remettant, dans «es relations,, les valeurs des symboles qu'elles 

(•> Vo/« entre Hutr» le lame' i" du TraCii Je cjlcul diffirenlitt H àt cakut 
intigrat de M. Lacreis; jiage 4^0 de la i/' édiliou, et- page Ss8 de U a.* -. 
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renferment, données par les équations (3) , et chassuit les dëne- 
minaleurs, il viendra 

y+r"-\-f"-=.b' , 1 (9) 

xyiz"^sz'y'i-\-zx'y"-^3^z"Ary>^x"—'zy'jx^' =ahe * ( 1 1 ) 

Si maintenant on désigne par a' ^ b' ^ c' les trois demi-diamètres 
oonjaguis dont il s'agit, et phr «, jt, y lesangles qa'ils firtment. 
deux i deux respectivement : il est aisé de voir qu'on au» 

(r v-zy'V+Cz j'-* z')'-K* r'-r *0*=«"^*sin.v,v 

(j^ y'— z'y"/H-(2' y— *'z")'-K-*'r"— / J'O'^i^f^Sin.'-, [ (i3) 



Comparant alors la somme des équations (12) à la somme des 
équations (9) , puis la somme des équations (i3) i celle des équa- 
tions (10) et enfin l'équation (i^) à l'équation Cit)>' il viendra' 
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5j questions proposées. 

*"(:"Sin.»«-H^'»'*Sin.»|S+a"i'>Sin.»v=é*c>+c*fl»+o»J» , 
o'»6'>c'»(i— Co».**— Co*. »*— Coi. »}-+»Coi.«Cos.|<Co«.y)=(i "*•«». 
Ces relations sont connues (*) ; mais je ne sache pas qu'on y soit 
parvenu jusqu'Ici d'une manière si simple et s! directe. 

Le même procédé . qui peut être facilement appliqué à toutes les 
surfaces du second ordre qui ont un centre , s'applique avec la plus 
grande facilité aux courbes planes du même ordre. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problème d architecture. 

■LiA. base et la montre d^uoe anse de panier i a/i-f-t centres étant 
donnés ; ~ Gonstruiro l'anse de telle sorte que son périmètre ou que 
l'aire comprise entre elle et sa base soit un maximum ou un minimum ? 
Il est entendu que la courbure aux naissaaces doit être perpen- 
diculaire sur la h%&e. 

Problèmes de Géométrie. 

{.Trois cercles tracés sur un même plan, étant tels que chacun 
d'eux touche les deux autres ; trouver le rayon du cercle qui passe 
par leurs trois points de contact , eu fonction des rayons de ces 
trois cercles ? . 

II. Quatre sphères étant tellement situées que chacune d'elles 
tbucbe à la fois les trois autres; démontrer. que leurs points de contact 
deux à deux sont tous six sur une même sphère, et déterminer le 
rayon de cette sphère en fonction des rayons des sphères données? 

(*j Voj'M la psga ii3 du 3.*^ Yolume de ce recueîL 
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EXPÉRIENCES SUR LA RÉSISTANCE DES BOIS. 33 



MATHEMATIQUES APPLIQUÉES. 

ËXFÉBiKNCKS SUT la JlexîbiUté f la force et l'élasticité 
des bois , avec des applications aux constructions , 
en général , et spécialement à la construction des 
vaisseaux , 

Faites à l'arsenal de k marine française à Corcyre en 1811 ; 

Par Cb. Dupis , capitaine en premier au corps du 
génie maritime. . 

Premier mémoire , 

Frësentë à la première classe de Tinstitut de France , le is 
d'avrU i8i3. (*) 



Vj'EST en parcoorant un arsenal de marine qae Galift^e , frappe' de» 
grands travaux qui s'offraient i ses regards , conçut l'îdëe d'appliquer 
les sciences mathématiques k la dt^terminalion de la force des boîa. 
C'est donc sur nos chantiers et dans nos ateliers qu'est née l'ap- 
plication da calcul aux tra7aux des arts. II semUe enr effet que 
ce soit U qu'elle ait dû naître ; car , nulle part des ouvrages plua 
importans ne sont exécutes par de plus grands moyens , avec une 
précision plus rigoureuse, et dans, un moindre espace de temps. 

(*) Sur le rapport de MM. Camot , Pronj et San^ rapporteur , ce m^aire- - 
> obtenu PapprobatioR de la chsM le 19 àe juillet l8t3. li doit paraître dan» 
k olùer du jounud. de L'£eok poljEtachnique qiû est actuellemot «his prcat*» 
TooA r» n.* Il , i-V août 1814. & 
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Apr^s que Galîlëe eut ouvert ainsi la carrière , elle fut parcourus 
par les savans les plus illustres; dès qu'il y eut un premier germe 
de théorie dans les arts , la ihëorie forma des ingt^aieun. C'est alors 
que la partie expérimenlale a fait des progrès plus sensibles, et 
qu'on a remplacé plus généralement l'hypothèse et. le système par 
des données fruits de l'expérience ', et par des calculs rigoureux fondés 
seulement sur ces données. 

Sans retracer ici l'histoire des travaux dont nous venons de parler, ■ 
nous nous contenterons de citer la savante préface d'un traité sur 
la résistance des solides, qu'on doit à l'ingénieur Girard qui, luï- 
méme , a fait de nombreuses et belles expériences sur la force des boîs. 

Jusqu'ici , l'on a cherché principalement à déterminer la résistance 
dont les bois sont susceptibles avant leur rupture , soît en les rom- 
pant perpendiculairement h leurs fibres , soit en les affaissant sous 
des poids qui agissaient dans le sens même de ces fibres. 

Sans doute , il est nécessaire de connaître ce point extrême, cette 
limite de la force des bois , afin d'employer toujours des matériaux 
doués d'une force plus grande que tous les efforts auxquels ils 
devront résister , dans les constructions et dans les machines où ils 
entreront comme élémens ; mais il faut toujours se tenir assez loin 
de cette limite; et, lorsqu^on veut faire des travaux durables, îl 
faut' s'en tenir bien plus loin encore; car le temps diminue inces- 
samment la force des boîs , et mille causes concourent à détériorer 
leurs qualités primitives. 

II est un autre genre de recherches non moins utile , plus utile. 
peut-être , et qui cependant me semble avoir été le moins suivi ; 
c'est de déterminer les résistances comparées des bois , lorsqu'on 
les soumet k des forces capables d'altérer très-peu leur figure, et 
de trouver , si je puis m'exprimer amsî , leur résistance virtuelle. 

Lorsque nous construisons nos édifices, nos machines, nos vais- 
seaux , nous supposons que les pièces d'une dimension considérable, 
et d'ailleurs peu chargées , conservent la figure qu'un dessin ri- 
goureux leur a donnée : il n'en est rîeo. Dans la nature , les moindre* 
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foives ont leurs eiFets certains , quoique par fois trop petits pour 
tomber sons nos sens ; et souvent ces eiTets , insensibles individuel- 
lement f s'accumulent au point de produire les résultats les plus 
marquas et les plus graves : nous n'en citerons qu'un seul exemple. 

Le plus grand édifice que nous puissions construire en cbarpente 
est sans contredit un vaisseau , tel qu'il le faut aujourd'hui pour 
entrer en ligne dans nos escadres. Lorsqu'un vaisseau du premier 
rang est établi sur les cbantiers , ses dernières alongcs s'élèvent au- 
dessus du faite des plus hautes maisons. Il doit loger mille hommes 
et au-delà , renfermer leurs vivres pour six mots , et toute l'ar- 
tillerie d'une place forte de seconde classe. Aussi la solidité de sa 
construction répond-elle à l'immensité des objets qu'il doit contenir, 
rîous avons nommé muroiUes ses parois en cbarpente ; et leifr 
épaisseur est en erïet an moins égale à celle des murs extérieurs, 
de nos maisons ordinaires. Les liaisons , les supports en tous genres 
y sont combinés avec intelligence ; le cuivre , le fer y sont pro- 
digués pour maintenir l'ensemble de toutes les parties. Qui douterait 
qu'avec des moyens si puissans et si bien disposés «- la forme da 
vaisseau ne se trouvât assurée d'une manière invariable? cependant 
cela n'est pas. A peine est-il lancé sur la mer , que , d'une part Ilnégale 
réaction produite dans un sens par les poids accumulés vers les 
extrémités , et de l'autre la répulsion de l'ean , concentrée vers le 
milieu . courbent à la fols toute cette grande machine , et font 
former à ses parties des arcs qui » sur une corde de soixante mètres, 
ont présenté quelquefois un demi-mètre de flèche, et au-delà. 

Une telle déformation est énorme sans doute ; elle change puls> 
samment la stabilité du vaisseau ; elle influe sur toutes ses autres 
qualités. Cependant , si nous voulions savoir quelle serait la flèche 
d'un arc ayant deux mètres de corde, et ayant d'ailleurs la cour- 
bure que nous venons d'indiquer , nous trouverions que le nouvel 
arc devrait avoir pour flèche moins de deux dixièmes de millimètres ^ 
c'est-à-dire , une- grandeur presque insensible , sur une longueur aa 
moina égale à notre plus haute stature. 
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C'est donc celte altération à peine sensible des bois que je ne 
suis premièrement propose d'apprécier. C'est leur résistance à touE 
changement d'état , au moment où celte résistance commence à 
laîre sentir ses eiTets, c'est-à-dire, lorsque tes corps altèrent infi- 
niment peu leur forme, en vertu des poids qu'ils supportent, que 
j'ai eu en vue d'évaluer. 

On verra peut-être arec quelque intérêt que les lois et les ano- 
malies observées dans les expériences faites en grand sur la rupture 
des bois , c'est-à-dire , au point où leur déformation est la plu) 
grande possible, ne sont que la conséquence nécessaire des variations 
extrêmement petites que leurs moindres flexions offrent k l'observateur. 
C'est k peu près ainsi que tes fonctions intégrales dérivent des lois 
qui coordonnent les élémens différentiels de ces mêmes fonctions , 
et peuvent en être rigoureusement déduites. 

Je vais maintenant passer au détail de mes expériences. Sur un 
grand établi, j'ai fait fixer deux supports horizontaux et de niveau, 
distants entre eux de deux mètres ; j'ai fait donner la forme d'un 
paralléiipipède à des morceaux de chêne, de cyprès, de hêtre et 
de sapin ou de pin , seuls bois dont je pouvais disposer. 

Ces parallélipipèdes , ayant un peu plus de deux mètres , étaient 
posés tour & tour sur les supports , dont ils mesuraient la plus 
courte distance , en dépassant très-peu de chaque côté ; assez seule- 
ment pour que la pièce , en prenant de la courbure , ne se ra- 
courcit pas au point de tomber entre les appuis. 

J'ai chargé ces parallélipipèdes , que j'appellerai simplement des 
règles y par des poids placés à égale distance entre les deux supports ; 
alors chaque règle a pris une certaine courbure. 

Premièrement , il est évident que la règle a dû se plier suivant 
Tine courbe plane verticale. Secondement , la courbe formée par 
. chaque arête de la règle est symétrique & droite et k gauche , pat 
rapport au plan vertical mené par le point milieu où la charge est 
' appliquée , et perpendiculairement an plan mente de la ftexiop. 

yoiU la courbe dont nous avons voulu détermioer les éU- 
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mens; nous avons toujours considéré la face concave de la règle 
pliëe. 

Or , dans les nombreuses expëriences que nous avons faites , nous 
avons constamment observé quç , quand les poids sont peu consi- 
dérables , les flèches des arcs formés par la rigle pliée sont pro- 
porlionnelles à ces poids marnes. 

Mais , quand les flèches sont très-petites , par rapport h la corde 
constante de plusieurs arcs , la courbure de ces arcs est directement 
-proportionnelle aux flèches correspondantes : de !à j'ai conclu ce 
premier théorème , auquel avait déjà conduit la théorie. 

La flexion des bois produile par des poids très-petits est pro~ 
portionnelle à ces poids ; en mesurant cette flexion par la flèche 
de leur arc , c'est-à-dire , par rabaissement ou la desceasîon du 
point milieu de la règle. 

Donc aussi , lorsqu'une même pièce de bois est chargée entre les 
mêmes appuis par des poids difFérens , as poids sont réciproquement 
proportionnels au rayon de courbure de la règle ' à son point mi- 
lieu , el la courbure elle-même est par conséquent proportionnelle 
\ ces poids très-petits. 

Après avoir ainsi détermine le rapport de la force virtaelle de la 
flexion avec le poids qui produit cette flexion , il conveDait de voir si la 
même lot se conserve , en chargeant le corps par des poids plus 
considérables ; ou , si elle ne se conserve pas , quelle est l'altération 
que cette loi supporte : c'est ce que j'ai fait , avec beaucoup de 
coin et de patience , en esaployant un double didmhtre de KUTSCH ; 
parfaitement gradué. L'habitude de prendre des mesures, que j'aî 
depuis long-temps été forcé d'acquérir, me fait assurer que toute» 
celles que j'ai consignées dans mon travail ne diffèrent par de deux 
dixièmes d'un millimètre de leur vraie valeur. Cette quantité, toute 
faible qu'elle est , a paru cependant trop forte encore aux yeux 
d'un géomètre (*} qui porte dans la physique une précision inconnue 

<*} L'auteur de l'^rirorw»» physique. 
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jusqu'îci. Mais observons qu'il est , dans chaque genre (Te recherches, 
UQ degrë d'exactitude qu'il serait aussi impossible que superflu de 
vouloir oulre-passer. C'est ainsi qu'il m'aurait fallu des ébénistes pour 
polir mes boïs , si j'avais voulu , par exemple , que leurs faces 
fussent planes , à moins d'un demi-dixiëme ou même d'un dixième 
de millimètre près. Observons encore que deux dixièmes de milli- 
mètre équivalent à l'ancienne mesure appelée point : telle est la 
limite de mes erreurs. 

J'ai pris les quatre espèces de bols les plus généralement em- 
ployées dans les arts : ce sont celles que j'ai déjà nommées. Le 
chêne et te sapin étalent coupés depuis peut-être vingt- cinq ans; 
puisqu'ils provenaient du vaisseau russe le Michaël , que j'ai dé- 
moli en t8io , et qui avait peut-être alors vingt ans de construction. 
Aussi ces bols sont-ils loin d'avoir la force qui leur appartient. 
Mais , comme il s'agit ici de déterminer les lois qui régissent la 
force et l'étasticlté des bols , par des rapports généraux et indé- 
pendAns de la vigueur absolue des fibres ligneuses , et même inâé- 
pendans du' genre et de l'espèce des arbres , on voit que ces bois 
étaient aussi propres Jk remplir notre objet que s'ils eussent été de 
fraîche coupée. Au reste , le cyprès et le hêtre n'avaient guère plus 
d'un an d'abattage , et leur élasticité nous a présenté les mêmes 
propriétés que les boîa que nous venons de dire avoir vingt-cinq 
ans de coupe : ce qui démontre notre assertion jusqu'à l'évidence. 
On a travaillé quatre parallélîpipèdes ayant , comme nous l'avons 
dit, quelque chose de plus que deux mètres de longueur; on leur 
a dotmé trois centimètres d'équarrissage ; ensuite on a placé succes- 
sivement chaque règle sur les appuis , et on l'a chargée , sur son 
milieu par 4 kilogrammes , puis par 8, il, i6,.. ., jusqu'à 28 
Mtogrammes, A notre travail sont joints des tableaux qui font 
connaître i.* les flèches de l'arc pris par les règles ; s.** les diiFé- 
Tcnces premières de ces flèches. 

Sn jetant les yeux sur ces tableaux , on voit d'abord que 8 kilo- 
grammes font plier la règle du double seulement de la flexion 
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produite par 4 l^ilogrammes , ce qui nous fait voir qu'au-dessous 
de ces deux charges iea dilTérences secondes deviennent trop petites 
pour être appnicîces. Ce Hsutlat concorde avec ceux à'où. nous- 
avons déduit le premier théorème. 

Je remarque ensuite que , dans les tableaux ie tous les bois , 
du cliéne , du cyprès, du hêtre et du sapin, les diiTérences pre- 
mières des 0èches vont toujours en augmentant. 

Elles oifrent , ii est vrai , quelques légères anomalies ; mais , imqi^- 
diatement après une différence trop faible , s'en prétente une en_ 
sens contraire qui la surpasse beaucoup plus > et, comme les erreurs 
ne portent que sur des dixièmes de millimètres , je ne doute pas 
qu'en employant des bois travaillés avec la dernière perfection , 
et en recourant à des moyens d'observer que je n'avais pas \ ma 
disposition, on n'obtienne des résultats plus exacts, et tels que tes 
dilFërences secondes soient constantes , ou du moins n'éprouveQt que 
des variations tout à fait insensibles. 

Ainsi , nous pouvons regarder les différences secondes des di- 
mensions comme constantes, lorsque les poids- qui chargent une 
même pièce croissent par dilTérences premières constantes , et cette 
loi si simple est pourtant tellement concordante avec l'expérience 
que , si nous formons , pour le chêne par exemple , le développement 
régulier des termes qu'elle exprime , les résultats ne différeront 
jamais des observations de quatre dixièmes de millimètre; et la flexion 
totale à laquelle nous arriverons est cependant de 4o6 de ces dixièmes. 
Il est facile d'expliquer cette légère anomalie. 

La règle, en se courbant, forme un arc plus long que sa corde; 
il faut donc , lorsqu'elle se plie , qu'elle glisse plus ou moins sud 
ses appuis. Mais ces appuis étaient de simples arêtes en bois , tra- 
vaillé proprement , & la vérité , mais sans beaucoup d^rt \ les 
atongemens ont dti se faire , nou d'une manière continue ^ mata 
par de petits ressauts plus ou moins sensibles. Qu'on se rappflle 
toujours que nous étions dans un pays où tout manquût , j.usqu'A 
des balances asse^ précises pour pousser l'exactitude ail -delà dei 
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dix mîIliimM ï si même elles y arriraîent , et l'on verra qn'aacanè 
des petites diiFérences de l'observation et du calcul n'tsi au-delà 
de la limite totale de la justesse des opérations. 

Nous avons voulu voir ensuite le résultat des mêmes formules 
pour la charge , très-considérable , de 80 kilogrammes. En com- 
parant nos résultats avec ceux obtenus pour une charge de 4 lùlo- 
grammes seulement, nous avons reconnu que, proportion gardée > 
le cyprès a le moins de flèche sous la grande charge , ensuite le 
chêne , puis le sapin , enfin le bétre^ 

De là nous tirerons cette conséquence remarquable ; Quand mime 
la résislance virtuelle d'une espèce de bois serait très-forte ; si 
les' différences secondes étaient considérables pour cette espèce , avec 
une charge assez grande , ce hois finirait par plier plus tjue celui 
Sune autre espèce , dont la résistance çirtuelle à la fiexion serait 
eependant plus petite. 

On sait que le hêtre est éminemment élastique ; le tourneur en 
fait Tare qui sert de régulateur à son tour. Dans la marine , les 
meilleurs avirons y ceux qui supportent sans se rompre les eiTorts 
les plus grands , les chocs les plus brusques , sont les avirons de^ 
hêtre. C'est que les différences secondes pour le hêtre étant consi- 
dérables , cette grande flexion dont le hêtre est susceptible ^ avec 
des charges données , lui permet de céder à des chocs brusques , 
et le rend peu cassant. 

Remarquons , au contraire , que le cyprès , peu flexible et très- 
cassant y a ses différences secondes presque insensibles : elles ne sont 
pas le tiers de celles du hêtre. 

J'ai déterminé les pesanteurs spécifiques desqaatre espaces de boit 
soumises aux expériences précédantes , l'oidr* de ces pesanteurs est 
aussi celui des résistances à la flexion. 

De t& résulte cette conséquence importante : De deux paîsseaux 
dont la charpente sera ^égal volume , celai construit avec le bois 
iepUts pesant prendra moins dare ou de courbure ^ ^ue celui construit 

wec 
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'apec le hais le plus léger. Car , toutes choses égales d'ailleurs , l'arc 
des vaisseaux est proportionnel à la flexibilité virtnelle. 

Ainsi y les vaisseaux de la Baltique et de la Hollande doivent 
prendre plus d'arc que ceux de la Méditerranée. 

Maisj^d'apris les mêmes calculs , De deux vaisseaux dont la 
charpente a le mime poids , et qui sont construits en bois diffé- 
rens , le vaisseau construit avec le Bois le plus léger sera celai 
dont l'arc sera le moins considérable ^ et qui conséquemmeiit pré- 
sentera la plus grande solidité. 

Le célèbre Don G. Juan parait avoir entrevu cette vérité, puisqu'il 
voudrait que l'on construisit les vaisseaux avec les plus légers des 
' bois, les bois résineux, et non plus avec le chêne. 

Au reste , toutes les expériences précédentes, en oiTrant les élémens 
de la résistance virtuelle , donneront les moyens de calculer et par 
là d'obtenir des résultats comparables , sans en venir aux expériences 
coûteuses de la rupture des pièces. Par ce moyen , on connaîtra 
mieux les qualités des bois qui conviennent aux divers travaux des 
arts en général, et sur-tout des constructions navales; et on pourra 
fixer les dimensions des pièces de chaque navire d'une manière moins 
arbitraire. Ces opérations, plus éclairées . conduiront à des résultats 
avantageux. 

Dans le port où je dois me rendre incessamment, j'espère pouvoir 
déterminer les élémens des forces'virtuelles des bois, mesurés sur 
des pièces parfaitement saines, et non plus sur des bois usés, tels 
que ceux dont je pouvais disposer k Corcyre. Si la classe prend 
quelque intérêt à ces recherches , j'aurai l'honneur de lui en com- 
muniquer les résultats. 

Les ingénieurs de la marine agitent en ce moment une qnestron 
importante. On sait qu'autrefois la mâture de nos vaisseaux élaic 
faite avec des sapins , ou plutôt des pîns du nord , parce que le» 
rares qualités de ces bois les font rechercher de toutes les nations. - 
Depuis long-temps les approvisionnemens de ce genre que possédaient 
nos arsenaux sont épuisés ou du moins tellement appauvris qu'iî - 
Tom. V, 6 
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faut recourir î d'antres bois. On a propose les sapins de la Toscans, 
et les pins de la Corse. Ou a cru trouver en eux plus d'avantage 
que dans les anciens bois du nord , dont nous pouvons disposer 
encore; et cela est vrai. Mais en ont-ils plus que les bols du nord 
dans leur fraîcheur ? voilà ce qui n'est point encore décidé. 

Ensuite, il ne suffit pas de considérer la résistance i la rupture; 
la résistance à la flexion est aussi dVne considération Irès-im portante. 
Car la flexion des mais ne s'opérant que par l'alongement des 
cordages qui les soutiennent -, de deux mâts qui casseraient sous le 
naéme ' effort , celui qui plie le plus exige un plus grand alonge- 
ment dans les cordages et par conséquent un plus grand eiTort de 
la part du vent. Dons aussi la force des, cordages doit être dans 
une relation nécessaire avec la résistance que les m&ts opposent k 
toute flexion. 

Dans tous les cas, il faut déterminer les dimensions des mAtures 
suivant la nature des bois qu'on emploie , et l'on voit que les données 
dont nous avons parlé jusqu'ici, sont propres à'répandre quelque jour 
sur ce beau problème. 

Après avoir multiplié les expériences sur les pièces d'une seule 
et m£me forme , nous en avons considéré qui avaient des épaisseurs 
et des largeurs diiTérentes , et nous sommes parvenus k ce résultat 
constant : 

La résistance à la JUxion est proportionnera aux cubes des 
épaisseurs. Nous avons essayé de démontrer par la théorie cette vérité 
d'expérience. 

Lorsqu'on plie on paralléllplpède de bols , les fibres intérieures 
■ont comprimées , et les fibres extérieures sont alongées ; de manière 
qu'il se trouve une fibre intermédiaire d'une longueur invariable ; 
et cette fibre est toujours la m£me , quelque courbure qu'on donne 
au paralléllplpède. 

Pour démontrer l'effet de l'alongement ou du raccourcissement 
des fibres , Duhamel imagina l'expérience ta plus Ingénieuse. Il scia 
pu le milieu, et perpendiculairemeitt i la direction des fibres, les 
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trois qaarts'de l'épaisseur de la pièce, puis il enfonça dans le trait 
de la scie un coin fort mioce , et d'un bols encore plus dur que 
le chine. La pièce ëlant ensuite soutenue par les deux, bouts , et 
la face où était le trait de scie étant en dessus , on chargea cette 
pièce par des poids; or, quoiqu'elle fût sciée aux trois quarts, un 
.quart seal des Ebres put résister par son extension; de manière 
que la pièce avait conservé toute sa force. Lorsque le trait de scie 
était iQoins avancé, la force était plus grande ; elle était plus petite 
dans le cas contraire. Lorsqu'on aura déterminé par l'expérience la 
position précise de ta fibre invariable y on volt , par ce que nous venons 
de dire , que rien ne sera plus facile que d'en conclure le rapport 
des forces nécessaires- pour produire un alongement ou un raccour- 
cissement déterniiné des fibres d'une même pièce de bois i les ex- 
périences qui devront servir de base à ce calcul , oflrent à faire 
une des plus belles recherches que puissent présenter les question» 
relatives k la force des bois. 

Après avoir chargé les pièces par de» poids uniques , je les aï 
chargées par des poids uniformément répartis sur toute leur longueur; 
et j'ai trouvé que , pour le même poids accumulé au milieu d'une 
pièce j ou réparti uniformément sur toute son étendue» les flèches 
ou descensïoos sont entre elle» comme dix-neuf est à trente ; et ce 
rapport se conserve le même ^ soit pour lés boî» d'une espèce diiTé— 
rente , soit pour les bois de différentes dimensions. 

Si donc ou prend le poids d'une pièce prismatique pour unité ^ 
en doublant les trente dix-neuvièmes de la flèche qu'elle prend v 
lorsqu'on la soutient horizontalement par les deux bouts ^<m a la 
flèche qu'elle prendra lorsqu'on la chargera d'un poids égal au sien, 
mais accumulé au -milieu. C& principe donne un moyen simple de 
peser , sans balances ,. les bois très-lourds eL très-Ion^ , pourvu 
que leur épaisseur soit consiante. 

On voit y par ce que nous venons de dire ^ que rien ne sera pi us facilff 
que de considérer un poids unique chargeant une pièce par son milieu 
coQuiifr uir poids uniformément réparti le long de cette; pièce , et 
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réciproqaemenf : considération d'un* fréquente ulîlîté d^ns les arfsT 

J'ai détermiaé enfin la flexion des pièces en fonction de la distance 
des appuis , et j'ai été conduit à ce résultat : Deux pièces d'égal 
équarrissage se plient suivant des arcs dont les flèches sont pro- 
portionnelles aux cubes des distances des appuis. 

Rappelons-nous d'ailleurs qu'entre les mêmes appuis , les flèches ■ 
sont réciproquement comme les cubei des épaisseurs. ' 

En combinant ces deux principes avec cet autre que , pour des 
flexions peu considérables , les flèches sont directement proportion- 
nelles aux charges , on arrive k ce résultat singulier ; 

Deux pièces de boîs étant semblables , c'est-à-dire , ayant leurs 
dimensions homologues proportionnelles, et étant d'ailleurs supposées de 
la même espèce ; en les soutenant par leurs extrémités , les flèches 
des arcs qu'elles prendront , en vertu de leur propre poids , seront 
directement proportionnelles aux quarrés des longueurs des pièces ; 
et par conséquent , quelle gue soit la grandeur absolue de ces 
pièces , elles prendront toutes un seul et même rayon de courbure. 
La même chose aurait encore lieu , si l'on chargeait les pièces par 
des poids accumulés ou répartis , mais proportionnels au poids même 
de ces pièces. 

Ce résultat paraît être de nature à s'appliquer souvent dans les 
constructions ; car les édifices de même nature ont ordinairement 
tous leurs élémens proportionnels. Si donc noua voulons comparer 
deux vaisseaux semblabiement construits, avec les mêmes matériaux, 
dont les dimensions partielles soient ainsi proportionnelles k celles 
même de ces vaisseaux , nous en conclurons que tare des vais- 
seaux , toutes choses égales d'ailleurs , doit avoir un seul et même 
rayon de courbure , quelle que soit leur grandeur absolue. 

On doit maintenant voir clairement pourquoi les grands vaisseaux, 
indépendamment de toute autre cause , ont proportionnellement 
beaucoup plus d'arcs que les petits navires : c'est que la flèche de 
ces arcs suit la loi des quarrés des dimensions principales du navire. 
Ainsi , dans le cas que nous avotu déjà cité d'un navire de soixante 
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mètres qui prendrait un demi-mÀtre d'arc , un petit navire d'un mètre 
de long , et semblable au premier , ne prendrait pour Aèche de son 
arc qu'on trois mille six centièmes de demi-mètre , au lieu d'un 
soixantième , simple rapport des longueurs. 

Jusqu'ici nous n'avons que la flèche de la courba donnée par la 
flexion des bois , et la corde de cette courbe ou la distance des 
appuis. Après avoir attentivement examiné la forme offerte par cette 
courbe , et l'avoir rapportée , par la pensée , aux formes qui me 
sont le plus familières , j'ai jugé qu'elle devait très -peu différer 
d'une hyperbole; je l'aï supposée telle, et voici comment j'ai riùBé 
cette hypothèse. 

J'ai pris une règle de sapin , dont la longueur excédait un peu 
deux mètres, et dont les autres dimensions étaient o"",! et o^jOi j 
je l'ai placée sur mes deux appuis , toujours éloignés de deux 
mèlres l'un de l'autre; je l'ai fait courber , en chargeant son milieu, 
de manière à présenter une flèche de treize centimètres. Cette cour- 
bure est très-considérable ; et j'ai voulu qu'elle fût telle , pour 
mieux observer les anomalies qui pourraient se présenter dans le« 
relalions hypothétiques que je cherchais à confirmer ou à détruire. 

Une ligne droite horizontale , servant de corde i cet arc, et ayant pat 
conséquent deux mèlres m'a servi d'axe des abscisse», ^e l'ai di- 
visée en vingt parties égales. Par chaque point de division , j'ai 
tracé une ordonnée verticale qui allait jusqu'à la courbe ; j'ai donc 
pu déterminer ainsi vingt-un points de celte courbe. J'avais pour 
plan de projection une planche parfaitement aplanie , que j'appliquai 
verticalement lé long de la règle pUée , et sur laquelle j'ai tracé 
la courbe, sa corde et ses coordonnées. Ensuite j'ai relevé , avec 
tout le soin possible , les abscisses et les ordonnées de cette courbe; 
et, pour balancer les erreurs, je prenais la demi-somme des oi^ 
données symétriques , à droite et à gauche du milieu. 

Pour déterminer mon hyperbole comparative , j'ai conçu une ligne' 
de ce genre , dont l'axe réel serait vertical , et dirigé suivant la 
flèche de l'arc élastique ; cette ligne d'ailleurs passant par les cinq 
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poÏDts suîrans : i.* le point milieu de l'arc-, 2.* «t 3.** lés deux 
points d'appui ; 4'° ^^ ^•'* ^^^ deux points qui correspondent au 
milieu de chaque demi-corde , h droite et à gauche de la flèche; 
de manière que les cinq abscisses de ces points étaient : — i" ; — o;5 ; 
o;+o,5;+i". A l'aide de ces données > rien n'est plus facile 
que de trouver l'hyperbole comparatrïce ; son équation se présente sotu 
une focme extrâmetnent simple. 

En rapprochant l'hyperbole coroparatrice et la courbe élastique pro- 
duite par la règle pliée , nous nous sommes assuiés que, pour les 
mômes abscisses , les plus grandes difFérences des ordonnées des 
deux courbes ne s'élèvent pas k sept dixièmes Je millimètre. . 

Dans ces différences , il faut toujours comprendre deux dixièmes 
cle millimètre pour les erreurs quî ont pu être commises , en mei- 
surant à vue d'œll tes dixièmes de millimètre; l'on concevra alors 
que t sur une étendue de deux mille millimètres, et pour une cour- 
'bure de i3o millimètres , ne pas trouver sept dixièmes de milll- 
mètre pour les plus grandes différences , c'est une identité qu'il est 
rare de rencontrer , même dans les résultats que la théorie démontre 
devoir être les mêmes. Nous pouvons donc conclure premièrement 
que , quelle que soit la courbe élastique produite par la flexion 
des bois entre deux points d'appui , il est permis de la confondre 
avec l'hyperbole, sans crainte d'erreurs appréciables dans la pratique, 
même dans les calculs où les approximations seraient poussées 
' «sses loin. 

Faisons voir maintenant pour quelle raison la courbe élastique 
approche si Tort de se confondre avec l'hyperbole. Lorsqu'une règle 
est pliée sur deux points d'appui, le long desquels elle peut glisser 
pour se mettre en équilibre avec les poids quî la chargent , il faut 
que l'effort produit au point d'appui par la tendance au redres- 
sement de la pièce soit nul ou , ce qui revient au même , il faut 
qu'en ce point la courbure de la règle soit nulle, et par conséquent 
le rayon de courbure inflni. 

C'est parce que , dans l'hyperbole , les rayons de courbure s'ac- 
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croissent suivant une loi très - rapide ^ en s'ëloignant àa sommet'» 
^que l'hyperbole s« trouve encore si voisine de la courbe élastique , 
même h des distances assez grandes de ce sommet. 

Mais comme , k une distance finie du sommet, le rayon de courbure 
de l'hyperbole ne devient pas infini ; on voit que , vers I*s appuis , la 
courbe élastique , ayant moins de courbure que l'hyperbole » lui 
sert de corde et passe au-dessus. Donc auprès de ces appuis ( el 
intérieurement ) les abscisses de l'hyperbole doivent être les plus petites. 
C'est précisément k cela qu'il faut attribuer les différences dont Ifr 
maximum est , comme nous l'avons dit plus haut , inférieur è sept 
dixièmes de millimètre. 

Je ne me suis pas borne 4 l'examen de la courbe produite par 
la flexion d'une seule règle; j'ai plié successivement d'autres règles 
en sapin y en chêne, en hêtre; j'ai constamment trouvé les^dilK-' 
rences de l'hyperbole comparatrice i, la couriie réelle moindres que 
sept dixièmes de millimètre. 

Je dois faire remarquer un Eait d'expérience vraiment singulier.' 
Si , au lieu de mettre la charge 1 égale distance des appuis , on la 
rapproche de l'un d'eux d'une quantité peu considérable , la courbe 
élastique n'est plus symétrique par rapport à la verticale équidislante 
des deux appnîs. Néanmoins , cette courbe se confond encore k très- 
peu près avec une hyperbole ; mais cette hyperbole, au lieu d'avoir 
UQ axe vertical et l'autre horizontal , se trouve rapportée ï deux 
diamètres conjugués dont l'un est horizontal et l'autre oblique à 
l'horizon. 

Il est visible en effet que , dans cette hypolh&se , les teniioos 
de la. règle, en chaque point d'appui, ne doivent pas cesser d'être 
nulles i les rayons de courbure doivent donc encore être ïntinis en 
ces points de la règle ; et la courbe, cessant d'être symétrique arec 
la verticalç , ne peut plus correspondre qu'k un arc d'hyperbolo 
dont aucun axe ne soit vertical. Lorsqu'on suppose les abscisses 
horizontales « les ordonnées conjuguées ne peuvent donc plus être 
Terticales ; mais ces ordonnées appartiennent toujout* i an système 
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de diamètres conjugues, et voïtà ce i]ue nous voulions faire remarqaer. 
Après . aroir considéré ta courbe produite par une flexion unique ; 
^'aî cherché à comparer les courbes qui résultent de flexions dif- 
férentes. Ici se présente une nouvelle série d'expériences , plus d^ 
licates peut-être que les piécédentes, et dont j'exposerais la marche 
ai je n'avais pas déjà dépassé les bornes que cette analise doit avoir. 
Je me contenterai de dire qu'après avoir déterminé une courbe simple , 
ayant avec la Térilablc élastique un contact tr&s-inlime, j'ai supposé 
leurs rayons de courbure identiques au point qui leur est commun. 
Mais , on a de suite ce rayon au sommet de l'hyperbole ; on a 
donc aussi le maximum de courbure de l'élastique pour une flèche 
donnée. 

. Je passe enfin & l'expllca tirai de la rupture des bots. J'observe 
que les bois homogènes doivent rompre au point où leurs libres 
atteignent un certain degré constant d'alongement ou de raccour- 
cissement. Cette condition combinée avec les principes exposés pré- - 
«édemment sur la flexion des bois , me conduit à retrouver et à 
démontrer les diverses lois connues sur leur rupture. 

Je viens de donner une idée de la première partie de mes re- 
cherches; l'autre est encore trop incomplète pour être présentée h 
la classe. Je me suis occupé , dans cette seconde partie , de la 
flexion des bois , lorsqu'on les plie sur des surfaces données. On 
sait que c'est en pliant ainsi les bois que nous recouvrons par des - 
Cordages , à l'extérieur , et par des vaigres , à l'Intcrieur , toute 
la membrure de nos vaisseaux. 

Dans les ports du nord de l'Europe on chauffe les hordages ," 
en les mettant dans des étuves ; j'ai cherché à voir quelles alté- 
rations ce procédé produit sur la force des bois. 

Je me suis ensuite occupé de ce que nous appelons des assem- 
blages ; ce sont les- formes diverses par lesquelles nous joignons une 
pièce- de bois & une autre. Je me suis proposé de déterminer la 
force de ces assemblages , en appréciant soigneusentenl tout ce qui 
peut cvtUribuer à leur bootéi 

Enfin ,' 
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Enfin , je me suis occupé de la torsion des bois. Dès que ces 
ëlémens des machines sont sollicita par des forces qui ne concourent 
pas au même point , it y a tendance à la torsion ; et , comme toute 
force produit son effet , il y a réellement torsion. C'est ainsi que 
des efforts trop puissans brisent les arbres des pressoirs et des moulins. 
Je me suis donc proposé de déterminer les forces de torsion , en 
fonction du diamètre des bois , de leur longueur et du temps , qui 
entre ici comme un élément d'une puissance extraordinaire. 

Si l'institut voit ces recliercbes avec quelque intérêt , et pense 
que leur continuation puisse être utile , je m'appliquerai à les com- 
pléter , et j'aurai l'honneur de soumettre au jugement de la classe 
ce que de nouvelles observations m'auront- appris. 



GEOMETRIE DES COURBES. 



Description des sections (uniques , par les înlo'section* 
continuelles de leurs tangentes ; 



Far M. Gergomhe. 



JJans le X.' cahier du Journal àe Tieoh polytechnique ( page 4$ ) r 
M. de Frony a déduit de la théorie des Solutions particulières , un 
mode de description des sections coniques , par les intersections 
continuelles de leurs tangentes , qui est fort simple et fort 
commode , et très - propre conséquemment à faciliter le tracé 
des épures des voJites. Je suis parvenu au m£me résultat , par des 
Tom. n 7 
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consii]â>al1on3 tout i fait élémenlaires, ea cfaercbant à résondre le 

problème suivant, 

PROBLÈME: Étant donnés les élémens qui diurminetit une 
section conique, lui mener une tangente parallèle à une droite donnée ? 

Sblution commune à l'ellipse et à Chyperbole. Soient C le centre , 
A -et B les sommets , et F , G ter foyers d'une ellipse ( fig. i ) 
ou d'une hyperbole ( fîg. 2 "). De l'un quelconque F des foyers , 
soit menée une perpendiculaire FP & la droîte à laquelle on veut 
que la tangente oherchée soit parallèle ; de l'autre foyer G pris 
pour centre , et avec un rayon légal au prentfier axe AB., soit décrit 
un arc coupant FP en P , et soit men^ GP ; enfin sOÎt menée i 
FP par son milieu N une perpendiculaire NM , rencontrant GP en 
M; celte droite I^M'sera ta tangente cherchée, et le point M sera 
celui oii elle touche la courbe. 

Pour le démontrer , soit menée MF ,. on aura , par construction , 
MP=MP ; on aura donc MG+MF ( fig. i ) et MG-Mf" ( fig- * ) 
=MG+MP ( fig. I ) et =MG— MP ( fig. a ) =GP=AB; ce qui 
prouve déjà que le point M appartient k la courbe. En second lieu , 
la droite MN , faisant des angles égaux avec les droites GP et MF , 
est tangente au point M. Enfin, NM étant perpendiculaire à FP , qui 
est elle-même perpendiculaire à la droite donnée , sera consëquemment 
parallèle k cette droite. 

Solution pour la parabole. Soient FH ( fig. 3 ) la direction de 
Taxe, F te foyer et HP la directrice de la courbe. Par le foyer F 
soit menée à la droite donnée à laquelle on demande que la tengente 
soit parallèle une perpendiculaire FP , coupant la directrice en P ; 
soit menée à cette droite FP , pr. son milieu N , une perpendicu- 
laire NM coupant en M la parallèle PM menée à l'axe par le point 
P ; alors I^M sera la tangente cherchée , et le point M sera celui 
où elle sera touchée par la courbe. 

Si en effet on mène MF , on aura , par construction , HF=:MP'; 
ce qui prouve déjà que le point M appartient à la courbe. En secsod 
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lieu f régalité des angtes NSIP , NMF prouve que la droite NM 
est une tangente en M. Enfin ]SM étant perpendiculaire à FP. 
qui est elle-même perpendiculaire & la droite donnée , sera consé- 
quemment parallèle À cette droite. 

Si l'on conçoit prësentement que la droite donnée , It laquelle U 
tangente demandée doit être parallèle , varie de direction , par degréa 
insensibles , à cause que GP ( £g. 1(3) doit être oonsiamment 
égal à AB , le point F ne sortira point d'une circonférence KPH 
ayant G pour centre et un rayon égal à AB ; en conséquence, le 
milieu N .de FP ^ ne sortira point d'une autre circonférence ayant 
AB pour diamètre ; ainsi en menant de tous tes points P de la 
circonférence HPK des^droites FF , FG aux deux foyers F , G , 
et en élevant aux droites PF , par les points N oii elles sont coupées 
par U circonférence ANE , des perpendiculaires KP terminées en M 
aux droites PG , ces perpendiculaires seront des tangentes à la courbe^ 
et les points M seront ceux oit elles la toucheront. 
' Quant k la parabole , on voit que si , par le foyer F , ( fig. 3 ) 
on mène une suite de droites FP, terminées en P i la directrice; 
et que , par les points N où ces droites coupent la tangente API 
au sommet A , on leur élève des perpendiculaires NM , terminées 
en M par leur rencontre avec]^[te5 parallèles à l'axe menées par 
les points P,' ces perpendiculaires seront des tangentes^ la courbe, 
et les points M seront ceux où elles la toucheront. 

Donc , Si Fuit des eôtis d'un iquerre passe constamment par 
l'an des foyers d'une section conique , et t/ue son sommet parcourt 
la circonférence .décrite sur ie premier ase comme diamètre » s'il 
iagît de f ellipse ou de l'hyperbole, ou une tangente au sommet ^ 
s'il s'agit de la parabole , l'autre côté de Véquerre sera constam' 
ment tangent à la courbe* C'est en cela que consiste le théorème 
de M. de Prony. 
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QUESTIONS RESOLUES. 

Dànonsl ratîons du dernier des deux théorèmes encmcés 
^ à la page 296 du quatrième volume de ce recueil. 



Jîi NONCE. Dans toute ligne du second ordre ipd a vn centre ; 
si Fon mine deux tangentes parallèles à une mime droite fixe 
quelconque , et une troisième tangente variable ; le produit dfs seg- 
mens des deux premières tangentes compris depuis leurs points de 
contact Jusqu'à la troisième ^ sera une quantité constante. (*) 

Démonstration analitique ; 

Par M. 6ÉRAR0 , principal et professeur de matliématîqnes 
du collée de Briançon , membre de plusieurs sociétés 
savantes. 



Les points de contact dea deux taogcntes parallèles entre elles 
^tant les extrémités d'un diamètre, nons prendrons ce diamètre, qne 



Ci Dant U Théorie des fondons anaîitîquet , page i34 de U première ^- 
Uon et 187 de la deuxième , Lagnuge a dànootrë que , non teolnnent ceita 
propri^é appartenait aux section* coniques ; maïs que de plus elle n'appwtenaît 
^i elle* lealc». Mai« h dàuonttnlion iort da cercle des éUmeot. 
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nous appellerons aa , pour axe des s , ei son conjugua 7i pnut 
axe des y. 

Si alors x' i y* sont les cordonnë«s du point de contact de U 
troisième tangente , nous aurons 

è'x'*±aY*=a*h' ; . (î) 

et l'équation de cette troisième tangente sera 

h*xx'-^a''yy'^=a*h* : (a) 

On en déduira la longueur des segmens que cette tangente d^ter' 
mine sur les deux premières, en y Taisant 3uccessivement:r=:d et 
«= — a f et en prenant les valeurs correspondantes de ^ , ce qui 
donnera 

•' ~ oy * ^ — a^. * 
le produit de ces deux segmens sera donc 

quantité qui, en rerln de l'équation (i), se réduit ï "^i* , c'esl-i- 
dire , le quarré de la moitié du conjugué du diamitie qui 
joint les points de contact des tangentes parallèles. 

DéTtionstraliai géométrique ; 
Par M. Briahghoh , capitaine d'artillerie. 
Soient ( fig. 4 , 5 ) C te centre de la courbe ^ AB an dhmltre 
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quelc(»ique , DC son d«iBi-coQ}ugaé , AM et BN des tangentes anx ex- 
trémités de ce premier diamètre , M , Jf les points où elles sont 
coupées par 'une «roînème tàngeote variable quelconque MN. 11 
s'agit d'établir que AMxBIN est une quantité constante. 

Pour cela , soît menée PQ , tangente parallèle à AB ( fig. 4 ) 
et asymptote (fig. 5 ) , coupant en P et Q les prolongemens de 
MA , NB. 

Par une propriété ctnntie da quadrilatère circonscrit aux sections 
coniques (*') * les directions des diagonales PN et QM du quadri- 
latère MNQP doivent concourir en quelque. point S delà direction 
du diamètre AB qui joiiit les deux points de contact opposés ; d'après 
'^ooi les panUèles MP et NQ donneront 

SB:SA::BQ:AM , 
M:SB::AF:BN; 



AMxBN=APxBQ ; 
nuis on 4 

AP=BQ=CD ; 
Sono 

AMxBN=Œr . 

(*) VoTesicntrd ntMila page 167 dn troiiième nlone d«M fecwa. 
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Solution du. problème de tfy/iqmùjue J^'opo^é' 4 Ici 
page 520 du 4-^ volume, de <» recueil ; 

Par M. DuBUAT , professeur à l'école do raittUerie et 
du génie. 

ÉNONCÉ. Le point àe suspension ^un pendule simple , à 
Fêtât àe repos , étant suiitsment entraîné , ^un mowement rec- 
tiligne et uniforme ^ afee une, vitesse connue ^ Je long dune- droite 
horizontale t on propose d assigner la nature de la trajectoire dé- 
crite par r extrémité inférieure de ce. pendule , ainsi que toutes les 
autres circonstance du moacement j en, faisant toutefois aistrfiction 
de la résistance du milieu f 

Solution. Prenons le point de su^ensloq du pendule \ l'itat 4^ 
repos pour origine des coordonnées rectangalaires , et la droite par* 
courue par ce point pour axe des jr ; si nous prenons p^ur unlt^ • 
la longueur du pendule , et que nous supposiopa. qu'^ l'époque t 
l'abscisse de son point de suspension est s' , et les coordonnées de 
son extrémité inférieure s , y, nous'aarona les équations de coidttioa 

(*-*0'4-j'*=i . (■) *'=»' ; W 

i désignant la ritesse constante du point de smpenitoo* 

Si , de plus , nous prenons la masao de ce pendule poar nnit^ » 
et que nous désignons par fi la tension inconnue de sa Ter£;e, cl 
par g la gravité , tes équations du n^ourement seront 
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^=K«-»o, (3) ^ =«'-?•■ (« 



Soient s — j:''=Sia.4f , y=Cos.4f ; oa aura , en substituant et 
ayant égard à l'équatioa (3) , . 

4^Cos4f~x&( -^ Ysin.4f=v«Sin.4f ; (5) 

--45|rSin.4f— 16 ( ^ yCos.4*=^Co3.4#-^ ; (6) 
îiqiuitions entre lesquelles dïmioant /* t 'û viendra 






'et f en multipliant par 4^9 et intégrant 

8(-|-y=^(C-Co8.4f)=é<<:-i+3Sin.'2«) ; 

mais l'angle 9 devant être nul en même temps que la Titesse an- 
gulaire , on doit avoir €^i , et par conséquent , en séparant les 

ivariables 

d/|/~=: *^^ = ** := dyÇSiit.'M-Cw-'») 
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__ d»C(».y ^ d^Sin.f _ d. Sïn.» à.Cot.p 
' '* Sio.f Cot-f Sin.f Cos.^ ' 

d'oii en InUgraut et faisant la constante nulle , attendu que / et 
tang.4f doivent être nuls en même temps , 

*/J= Log.Sln.fr— Log.Cos.»=Log.^^ =Log.Tang.f , 

et par conséquent 

Tang.f=«^ , 
de U on tire 

Tan A. _ 4Tai>B.»-4Tang.i» _ 4*^Vg-4*^ . 
et par suite 

Cos.4f~ 



-V.+I»s.-4f- (,^y/iy 



^,,+^Wi.J^, ,.. 



,_(!r"V?+,4'\S 
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et telles sont leS équations qui donnent la sitnation dd mobile ï 

chaque instant ï on en lire 

Véllmlnation de d/ et de e V^ entre ces deux éqaatïons et la valeur 
de y donnerait l'ëqualion 4îff^e[)tielle de la trajectoire; mais cette 
ëquatîoQ serait probablemeQt fort compliquée. 

Si l'on fait /=o , on trouTC dF=o , j-ss— i » — =e , ce qai . 
prouve que les constantes sont déterminées conformément aux con- 
ditions particulières de la question. 

Si l'on égale la valeur de ^ & zéio , il vient 



a'oS 



tt par conséquent 



^W«_6**'V^+i= 



e»^=3±2Vï 



*=;^Log.(31:3V^, 



te qui donne poar t dwx valeur» , l'une poaitwe et l^utr? négative, 
c'est-à-dire , »Blçrieure à l'époque d'où 0(1 coppte les temps. 
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La yaleur de — montre ensuite que y parvient \ son maximum 
lorsque t est infini , et la valeur de y prouve que ce maximum 
«9t +»• 

-Quand à l'abscisse qiù répond 'k y=o «u ^ ''aiS+s v'a» 
elle est 



*==;v^^8-(3+2y^i 



tUe peut £tre positive nulle ou Bégalive , suivant que la vitiisMi ^ 
sera plus ou moins grande. 

U résulte de tout ce qui procède que la courbe décrite pu l'ex- 
tF^mitë inférieure du pendule a une branche tràa-eourte ifui^essous 
de l'axe des jr, et une branche asymptotîqoe au-dessus du ?ié^e 
axe, l'asymptote étant une parallèle ^ l'axe^des jr > dont l'ordonnéo 
conAtanto est égale à l'uBÎté. 

Les diverses oirconstanoes que peut pcësonter la tEajectoire ,3ant 
représentées par les figures 6,7,8, dans lesquelles .GP «4t le 
pendule au repos , c'est-à-dire , dans sa pasîtioB ÎQÏ^ale . CD l'ho- 
rizontale que l'on fait parcourir , de gaudie à droïta it wa point 
de suspension et enfin AB l'asymptote. 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

■Probîème de statique, 

Ctorrune verge élastique , inextensible , uoiformément pesante , dont le 
poids et la longueur soient donnés ; et supposons qiie cette verge doive être 
soqtenae par deux points Hscs , situés sur une même droite horizontale. 
> Si ces points sont situés aux deux extrémités de la verge , cette 
verge , en vertu de son élasticité , affectera une courbure dont la 
concavité sera tournée vers le ciel. 

Si , au contraire , ces deux points sont réunis au milieu de la verge, 
elle prendra ^ au contraire, une courbure dont la convexité sera tournée 
vers le ciel. 

-Dans ces deux cas extrêmes , il est clair que la courbure de la 
verge sera plus grande que pour toute autre disposition des deux 
points d'appui. 

On propose , d'après cela , d'assigner la situation de ces deux 
points qui fera prendre k la verge le moins d'arc possible ; c'est- 
&-dire , de manière que la perpendiculaire abaissée sur l'horizontale 
qui joint les points d'appui , du point de la verge qui s'en écarte 
davantage , soit en dessus soit en dessous , soit un minimum ? 
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DISCUSSION DES LIGNES IT SURFACES DU 2.' ORDRE. 5i 



GEOMETRIE ANALITIQUE. 

Essai ti'un nouveau mode de discussion de Véquatîon 
générale des lignes et de celle des surfaces du second 
ordre \ 

Par M. Gergonke. 



«J USQU'iCI on a employa , pour la discussion gëomëirrque de l'ëqnation 
générale du second degré, i deux ou & trois iDdélerminées , ou la 
résolution rfTective de celte équaiioo ^ ou la transforma lion des coer- 
.données , ou enfin la connaissance de quelques propriétés appar-- 
tenant exclusîvemeat aux diamètres principaux des lignes et surfaces 
du second ordre. 

La discussion par la résolution efiective de l'équation ou , autre- 
ment dit , la méthode de Chesy , est sans doute bien préférable à 
ce qu'on rencontrait autrefois sur ce sujet dan» Ui Trai/és d'appit- , 
eation de t'algèbre à la géométrie ; mais , outre qu'après des calculs 
peu symétriques , «lie ne conduit» en définitif, qu'à la connais- 
lancc d'un système unique de diamètres conjugués , c'est \ tort ,' 
ce me semble , qu'on la présente comme modèle de la méthode 
\ suivre, dans la discussion des lignes et surfaces de degrés phi», 
élevés, puisque, pnssé le quatrième degré » la résolution de l'équac. 
tion est impraticable dans l'état actuel de l'analise . et que dès 
le troisième, la discussion de l'équation résolue présente des diffi- 
cultés & ptu près insurmontables. 

\a discussion par la transformation des cowdoniUet semblerait » 
Tom» Yt n,* UI , u" tepiemhr« i8i4. 9 
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pour cette raison , mériter la prefcreoce : d'autanl qu'elle est sus- 
ceptible d'une certaine élégance. M. firet, en particulier, dans divers 
articles de ce recueil , a montré tout le parti qu'on en pouvait tirer. 
Cependant , on sait que , déjà pour les surfaces du second ordre , 
elle n'est point exempte de dilKculiës ; et que, dans tous les caS| 
elle exige des calculs assez compliqués , sur-tout lorsqu'on veut 
rapporter les grandeur et direction des diamètres principaux aux 
axes primitifs, et que ceux-ci ne sont point rectangulaires. 

Quant à la discussion tirée de la connaissance préalable de quelque 
propriété appartenant exclusivement aux diamètres principaux , bien 
qu'elle soit peut-être la plus briève de toutes , comme M. Bcrard 
l'a prouvé dans un article de ce recueil et dans un ouvrage par- 
ticulier (*); on sent pourtant qu'elle ne saurait être considérée comme 
un procédé vraiment élémentaire ^ puisque c'est à la discussion même 
de l'équation qu'il appartient de faire découvrir les propriétés que 
cette méthode met en usage. 

La méthode dont je me propose de tracer ici les principaux 
linéamens me paraît n'avoir aucun de ces inconvéniens , et semble 
en même temps plus naturelle qu'aucune de celles-là. Elle serait 
sans doute susceptible de perfectionnement ; aussi je ne la présente 
que comme un simple essai. Elle a sur-tout cet avantage que les 
résultats qu'on en obtient forment un tout dont les parties ont entre 
elles une étroite liaison. A la vérité , cette liaison n'est pas sans 
quelque' Inconvénient dans les exercices et examens publics , oiî 
il est beaucoup plus commode de savoir établir chaque proposition « 
indépendamment de toutes les autres ; mais il n'est point du tout 
démontré que ce qu'il faut faire pour briller dans les examens , du 
moins suivant leur mode actuel , soit aussi ce qu'il y a de plus 
propre & se rendre habile dans la science. 

Je vais d'abord m'occuper des lignes du second ordre ; je passerai 
ensuite à la considération des surfaces du même ordre. Mais , 'comme 

^ Voyez la note de la page ag4 da 4'*''' voluse de ce recueil. 
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il a déjà été fréquemmeot question des unes et des autres dans ce 
recueil , j'élaguerai tout ce qui ne sera pas proprement relatif à la 
méthode que j'ai en vue d'exposer. ' 

§. I. 

Discussion des lignes du second ordre. 
Soit l'équation 

exprimant une courbe rapportée & deux axes quelconques , formant 
entre eux un angle y. Soit 

y=mx+g , (a) 

l'équation d'une droite quelconque, rapportée aux m£mes axes. Eit 
éliminant y entre elles , il vient 

ainsi, généralement parlant» la droite {s.) coupe la courbe (j) en 
deux points. 

On sait que si , dans une équation , on délivre le premier termA 
de son coeificient , le coefficient du second terme , pris avec un signe 
contraire , devient alors la somme des racines ; et comme , d'un 
autre côté , l'abscisse du milieu d'une droite est 'la demi-somme des 
abscisses de ses deux extrémitds , il s'ensuit que , pour le milieu 
de la corde interceptée par (t) sur (2) , on a ' 

En substîtant cette valeur dans (2) , on trouvera » pour le même 
milieu » 

y^^~~ A+iCm+Bm* 
Les ^nation» (4) , (5) sont donc celles du milieu de la corda 
interceptée par (1) sur (2).- 

En faisant varier g , dans le* formules (4). C^)» san* faire va- 
rier m t oa obtiendra les coordoonées des milieux, d'une suite de 
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cordes toutes parallèles entre elles. On obtiendra donc l'^uation du 
lieii géométrique de ces' milieux , en éliminant g entre ces deux 
formules (*) ; ce qui donnera , par la suppression du facteur 
j4~\-2Cm-\-B/n* , commun à tous les termes de l'équation résultante , 
(J+Cm)x+(C+Bm)y'+^A'+S'm) = o ; (6) 

(*) Les commenfans ont d'ordinaire quelque peine k lûen comprendre comment 
ces sortes d'éliminations de constantes conduisent au but oi^ l'on veut atteindre : 
et c'est qu'en efiiet la raison qu'on leur en donne commuiiënient est plus méta- 
phj'sique que mathématique. 11 me semble que la chou devient évidente , en 
raisonnant & peu près comme il suit i ^. 

Soient 

les équations de deux courbes rapportées aux mémet axes. Si , en les considérant 
comme les équalioni d'un même problème déterminé i deux inconnues, on en 
tire les valeurs de x et y » ces valeurs , fonctions de A , seront les coordouiées 
de l'intersection des deux courbes. 

Si l'on fait varier la valeur de cette conslanle A , le point d'intersection des 
deux courbes variera aussi , et l'on pourra demander quelle est la courbe dont il 
ne sortira jamais , quelque valeur que l'on puisse donner k A. 

Four résoudre cette question , on considérera qu'en supposant A déterminée ■ 
le point d'intersection des deux courbes n'est pas seulement donné par les deux 
équations («) , (^) , mais encore par tout sj'stème de deux équations que l'on 
voudra déduire de leur combinaison , ou encore par le système de l'une quel- 
conque d'entre eUes et d'une combinaison quelconque de t'une et de l'autre. 

Donc, en particulier , on' pourra , dans la recherche du point dont il s'agit > 
remplacer l'équation (;S) par le résultat de l'élimination de A entre elle et l'équa- 
tion <«} ; en sorte que , si ce résultat est 

/(«,y)=o, (y) 

le système des équations (>) » (y) pourra, dans la recherche du point d'intersection 
des deux courbes, remplacer celui des équations («) , (,a). 

Mais , lorsque la constante A varie , la courbe (y) demeure constamment la 
même; d'oà il suit que cette courbe doit contenir tous les points d'intersection 
qne l'on déduirait de la combinaison des équations (••) > <^} > en donnant suc- 
cesuvement à la constante A toutes les valeurs imaginables ; cette courbe (y) est- 
donc la courbe demandée. 

Rien ne serait plus facile que d'étendre ces considérations k la géométrie i trois 
dimensiiMis. 
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équation d'une ligne droite , quelle que soit m. Ainsi tes courbes 
comprises dans l'équation (i) jouisseni toutes , sans exception , de 
cette propriété , très-remarquable , que les milieux d'an système de 
cordes parallèles ; quelle qu'en soit d'ailleurs la direction commune ^ 
y sont tous situés sur une même ligne droite que , pour cette raison , 
nous appellerons , 1 l'avenir , un diamètre de ta courbe. On voit 
donc que , non seulement ces courbes ont unË infinité de diamètres , 
mais que de plus , ces diamètres affectent , en général , toutes sortes 
de directions ; de manière qull n'est aucun des points d'une ligne 
du second ordre par lequel on ne puisse en concevoir un. 

L'équation d'une parallèle quelconque an diamètre (6) doit être 
de la forme 

d'où il suit que , ^ on la représente par - ^ 

y=m's-\-8' , (8) \ 

on aura , entre m et m' , l'équation de relation 

CT^=— " , ou Bmm'+C(m-\-m^+J=o . (9) 

Cette équation étant symétrique , pa> rapport ^ m et m' , il ea faut 
conclure que les milieux des cordes parallèles au diamètre (6) sont 
sur un diamètre parallèle ï (2) ; et , comme - m et m^ demeurenC 
indéterminés, il s'ensuit, plus généralement, que les miUeux des 
cordes parallèles à un diamètre quelconque sont sur le diamètre paral- 
lèle aux cordes que le premier coupe en deux parties égales. Ainsi, 
généralement parlant , i chaque diamètre , il en répond nécessairement 
un autre tel que tes cordes parallèles à chacun d'eux ont leurs milieux 
sur l'autre. A l'avenir nous appellerons diamètres eon/ugués les deux 
diamètres d'un semblable système. On voit donc que , non seulemenC 
les lignes du second ordre ont une infinité de sysIÂmei de diamètres 
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coajagis , mais qu'en outre tout diamètre d'une telle ligne en a 

nécessairement un qui lui est conjugué. 

D'après ce qui précède , les équations de deux diamètres, conjugués 
ou, non conjugués , peuvent être représentées ainsi qu'il suit : 

1 ('0 
(J+Cm'ye-H.C+Bm')Y+(A'+BfmO=o . ) 

Pour connaître le point oii ils se coupent, il faudra combiner ces 
équations entre elles. Mais si, auparavant, on prend leur dilTérence, 
puis la différence de leurs produits respectifs par m' et m ^ en di- 
visant chaque fois par m — m' » il viendra 

Cs+Bv+B'^o , ) 

Ainsi , dans la recherche de l'intcrseclton des deux diamètres , on 
pourra remplacer le système des équations fio) par le système des 
équations (i<)i et puisque ces dernières sont indépendante^ de m 
at m' , il en faut conclure que tous les diamètres des lignes du 
second ordre se coupent en un même point. Il est de plus aisé de 
Toir que ce point doit être leur milieu commun , puisqu'à chaque 
diamètre répond un conjugué qui doit le couper en son milieu. 
La milieu commun de tous les diamètres d'une ligne du second 
ordre est ce qu'on appelle le centre de cette courbe. 

Nous remarquerons , avant d'allrr plus loin , que les équations (t l) 
n'étant autre chose que ce que devient l'équation (6), lorsqu'on y 
fait successivement m==:o , /n^co; il en résulte que ces équations 
(il) sont respectivement celles des diamètres qui coupent en deux 
parties égales les cordes parallèles à l'axe des y et les cordes pa- 
rallèles à l'axe des x ; c'est-à*dîre , en d'autres termes , que ce£ 
équations sont celles des conjugés des diamètres respectivement parai* 
Ities aux axes des y et des jr. 

Si donc le* axes étajent parallèles à deux diamètres conjugués^, 
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les diamèlres exprimc^s par les équations (1 1). devraient être res- 
pectivement parallèles aux axes des x et des y; on devrait donc 
avoir, dans ces équations, et conséquemment dans l'équation (1), 
£'=0. Ainsi, le parallélisme des axes des coordonnées avec deux 
diamèlres conjugués jouit de la propriété de priver l'équation (1) 
du rectangle des coordonnées ; îl est de plus aisé de voir que c'est 
là la seule circonstance où elle puisse en être privée. 

Si le centre de la courbe se confondait avec l'origine , les équa- 
tions (11) devraient appartenir à deux droites passarvt par cette ori- 
gine: on devrait donc avoir h la fois A'~o, B'=o. Ainsi, la 
situation du centre à l'origine des coordonnées jouit de la propriété 
de priver l'équation (i) des premières puissances des deux variables,-. 
et îl est de plus aisé de voir qu'elle en jouit exclusivement. 

Si donc on prend pour axes dés coordonnées deux diamètres con- 
jugués quelconques , l'équation (t) prendra la forme très-simple. 

SOQS laquelle la discussion, en deviendra ÎDComparablement plus 
facile. 

Mais ceci suppose que les droites (11) conconrent effectivement 
en un même point. En combinant leurs, équations, on en tire 



■AB'-~CA' . _. 



d'oii l'on voit que , si l'on a C*~^AB^o, la courbe n*a plus die centre * 
ou que du moins son centre étant infiniment éloigné des axes pri- 
mitifs ne saurait plus être pris pour origine. I9oas Tetrons bientôt," 
au surplus , que la courbe est susceptible Icfétre exprimée par ' 
une équation fort simple qui convient également 911 cas oik elle 
a un centre et !i celui oi^ elle en est dépoorrueî 
Si l'on avait à la fois les trou relations 
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C'=AB » BA*=CBf . AB'^CA' . 04) 

dont chacune est conaponëe par les deux autres , les deux équations 
(il) renlreraîent l'une dans l'autre; la courbe aurait donc une ia~ 
£nitë de centres situés sur l'une ou l'autre de ces droites. 

Soient j/, y^ les coordonnées de l'un quelconque des points de 
la courbe , en sorte qu'on ait 

^y+5y^+aCry+2>^'*'+3Sy+iï=to ; (i5) 

en déstgnant pour abréger par a , h les coordonnées du centre , 
l'équatioa du diamitre passant par ce point sera 

r-ï'= — i'-^: 06) 

Si f par U même point , on roèoe une parallèle au conjugua de 
ce diamitre , son équation aéra, en vertu de l'équation (6), 

|<«(*'-<i>4-c(r'-*)lC*-»0+!C(''-«H-»(r'-»)i (r-y3=o- (■ 7) 

Mail, «a T«rta des ^uatîons (ii), on a 

■~A(i—Cb=A' , 

—Ca—Bh=B' ; 
mu ceiwïqQenee , réqaatîen (17) dcvienclra 

V^t va déreloppant et transposant» 

(Bf'+Cs'+B')rMAx'+Cf'+J/)* 
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00 enfin, en ajoutant l'équation de ^ relation (i^ et réduisant, 

ou encore 

^xx'+Bjy'+C(.xy',^y}+A'ix+x^+B'ly\y^+D=o. (i8) 

Cette droite ayant un point commun avec la courbe , et ne pooTant 
d'ailleurs en être une corde , puisqu'alors ce point en serait à la 
fois le milieu et l'extrémité ; il faut en conclure que c'est une 
tangente 4 cette courbe. 

Si l'on suppose que la tangente est l'axe àea y > et que I« 
diamètre au conjugué duquel elle est parallèle est l'axe des a : auquel 
cas son point de contact avec la courl>e sera l'origine ; leurs équa- 
tions devront éire respectivfmpnt «■=0, y=o; on devra donc avoir, 
outre x'^o, y'=s.o , les conditions B'=o y C=o , i>^K>, en sorte 
que l'équition (1) deviendra simplenie.it 

Telle est donc la forme que prend l'équation de la courbe , lors- 
qu'un prend pour axes un diamètre et la tangente î son extrémité , 
ee qui est toujours possiUe, toutes les fois que l'équation (i) n'esc 
point absnrde d'elle-même ; c'est-à-dire , toutes les fois qu'il y a 
au moins un système :r', jr^ de coordonnées réelles, qui y salisf^îf. 
L>a discussion, trè^-facile . de l'équaiion (19) fera doue connaître 
toutes les courbes que peut exprimer, l'équation (1). (*)^ 



(*) Sachant mener une tangente k hi courbe par un Se *e« points , il ne 
•era pas difficile de lui menée une normal* par le même pstnl-. De ti oa panera à tt 
tai^nte et i ta nutraale par un point exl^rieur. Noua noua boraona i iiidiqi er 
cea divers ab;eta, aur lesquels nous n'aurions rien de nouveau i dire. M»is nous nu detoi w 
pat négliger de remar<}ucr que ce sera naturellemeni ici le lieu de faire mentiin 
des betlea propriAt'a dont iouisseni ce qu'on est convenu d'appeler les p/tUs de* 
lignes du second ordre. On pourn consultée k ce sujet les pages agS el 3«a du trm; 
tikmiD volume de c« i ecueît. 

Tûme y. 10 
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I^es diamètres conjugués rectangulaires sont ce qu'on appelle les 
dtamèir.s principaua: àe ]a courbe, et leurs extrémités en sont les 
sommets. Pour obtenir les directions de ces diamètres t t^ suffira 
de joindre à l'équation 

J+C(m~{^mf)+Bmm'=:o , ■ (9) 

l'équation suivante 

l+{fn-\-m')Cos.y-^mm'=o (20) 

qui exprime que tes deux diamètres sont perpendiculaires l'un k 
l'autre ('*). La symétrie de ces équations prouve que m et m^ seront 
'donnés par une même équation du second degré , et qu'ainsi il n'y 
a qu'un système unique de diamètres principaux. 

Soient x , y ^^ ooordonnées de l'un des sommets de la courbe, 
et r sa distance au centre ou la longueur du demi-diamètre prin- 
cipal qui lui répond ; représentons toujours, pour abroger , par a, 
i les coordonnées du centre , données pat les formules (i3) ^ nous 
aurons , à la fois , 



(*) Soient en effet deux droilM y=mx , y^=m'x , putant pair l'ori^ne <lei 
coordonnât que nous suppocons former cnire elles |»i angle y. Pour exprimer 
que cet drollet Mnt perpendiculaires l'une à l'aulre , il est nécessaire et il suffit 
d'exprimer que deux poir.ls (a , b) , {a' , 60 pris respectivement sur l'une et l'suira 
•ont les exlrémilés de l'h^polh^nuse d'un triangle reclangte dont le sommet de 
l'angle droit est A l'orli^ne. Celle condition donne 

(o-noOS-aC*— «Ot*— fOCo«.*+Cfr— *0"=:fl»+aaiCos,y-|-*>+«'»-hj'*'Cosj4-i'» 

•u en réduisant 

o^+M/4.(flV+ta')Cos.j«« i 
mais on a d'aitleufs 

M qui donnera , en lubstituMii «t dît îtant par sa' « l'équation mentionBéo dint la taita. 
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(x—a)'+l!,x—a)(r—i)Cos.y+(,Y—iy=r' , (ai) 

y — b^m(x — a) .- (22) 

D'un autre câté rélimination de /n' entre les équations (g} et (20^ 
donne . . 

^C—B(M^)m'+{A—B)m—{C—ACMy)=o . (=3) 

^fin l'ëquation (1) peut facilement être mise sous cette forme 
A{s-a)-+B(j-h)'+^C{x-c)(y-b) 

+D—Aii'—Bh'—2Ciih^o ; 
faisant donc 

Aa'+Bf+iCah—l)=A , 

•t. remarquant qu'en vertu des équations (11) on a 

jia+a+A'=o , 
Ca+Bb+B'=o ; 
elle deviendra simplement 

J(s-ay+S(y~iy-^:iC(x-a)(Y^i):=A ; (34) 

Cela pose ; si , dans les équations (21) et (24) 1 on introduit 
pour jr~~i sa valeur donnée par l'équatipa (22) elles- dwiendront 

Or— flyCi+2mCo3.v+'n')='*» ) 

(25) 

(s~a)\A+2Cm+Bm')=A ; ) 
équations entre lesquelles éliminant {^x—oY > il viendra 
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Lorsque , comme on le fait communément dans les traittïs élë- 
ffienlaîres, on suppose les axes des coordonnées rectangulaires , les 
dernières recherches et les résultats qu'on en obtient se simplifient 
considérablement. 

s- "• 

Discussion des surfaces du second ordre. 
Soit l'équation 

exprimant une surface rapportée à deux axes quelconques , forfnaDl 
entre eux des angles « » fi ^ y. Soient de plus 

jr=fflz+y , y=nz+h , (a) 

les équations d'une droite quelconque. En éliminant X t\ y entré 
elles et l'équation (i), il viendra 

En raisonnant .comme dans le §. préciédent , 00 verra que le milieu 
de la corde interceptée par (i) sur (a) est donné par les équations (s)* 
jointes à l'équation 

Sî donc on élimine g tt h entre elles y l'ëquatioif résultante , oa 
X , y t z, sera celle du Heu des milieux des cordes parallUes i (a). 
Cette équation est , toutes rédactions faites , 
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équatioD d'un plaa quelsquesoient /net «.Ainsi, les surfaces comprises 
dans l'équation (i) jouissent toutes , sans exception , de cette proptiéti 
très-remarquable , que les milieux d'un système de cordes paral- 
lèles , quelle qu'en soit d'ailleurs la direction commune , sont tous si- 
tués dans un même plan que, pour cette raison , nous appellerons 
i l'arenir plan diamétral de la surface. Ainsi , non seulement ces 
surfaces ont une inHnité de plans diamétraux, mais ces plans affectent, 
en général , toutes sortes de directions • en sorte qu'il n'est aucun 
point de l'espace par lequel on ne puisse en concevoir un. 
Soient préseulement trois droites quelconques 

les équations des plans .diamétraux qui couperont en deux parties 
égales les cordes parallèles à ces droites seront respectivement 

iJm +C'n +B')*+cC'm +Bn +A')y^(JB'in +A'a ^C)z+iA"m +B"» +C'0=» . (5 ) 
lAm' +CW -ffiOx+CCm' +Bn' +A>)x+iB'm' •^AW+C)fi-(.A"m' +B"n' +0*0=0 » (S* ) 

Or, Id droite (a^ étant prise arbitrairement, ce quî /ixe la situa- 
tion du plan (5) , on peut toujours assujettir les droites (2^ , {^") 
à ëfre parallèles^ à ce pian ; et , Comme par ces conditions elles 
démeurent encoVe indéterminées , on peut en outre assujettir l'une 
d'elles à être parallèle au plan que détermine l'autre. En se rappelant 
donc la condition de parallélisme eptrc un plan et une droite danfr 
l'esjtage , cela don ne r a - les -Ipoîs équations - 

C+Aoi m'+Bn B'+C'(mnf+m'a.)+B'Cm +mO+-^'C« +"' )=« r 
. C;f.i*m'in''+*i'n''4-C'0n'»*+m''n0+B'Cm'+»rf')+^'0i'+n*)=O , J (6), - 
C-^Am"m -^Bnia +C'(m''n -|-m »")-ï-B'(W+m •j^A'fji»-^ )=o 
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puU donc que ces équations soat symétriques en ;n «t n , m' et n' , 
m" et n".t il en faut conclure qu'alors chacun des plans (5) , (5^) , (5"j) 
coupera en deux, parties égales les cordes parallèles à l'intertection des 
deux autres. Les trois plans d'un pareil système sont ce qu'on appelle 
Jes plans eonjugês , et leurs inlerseclioDS deux \ deux , lesquelles 
ont évidemment leur milieu commun au point d'intersection des 
trois plans , sont ce qu'on appelle des diamètres conjugués. Ainsi.^ 
non seolementNjes surfaces du second ordre ont une infinité de sys- 
tèmes de diamètres conjugués, mais ces diamètres afiectent en général 
ioutes sortes de directions , en sorte, qu'on peut toujours trouver 
un système de tels diamètres^ et même une infinité, où l'un de 
ces diamètres passera par un point donné arbitrairement. , . 

Que les plans diamétraux donnés par les équations (5), (5^)) (5^0 
soient conjugués ou non conjugués , si l'on prend successivement 
la somme des produits de ces .équations /n' — m", m" — m « ra — w»', 
^xn'—n"^n"—n^n~-n', tX'^zx m'n"^m"i^ , m"n — jm^'^mn'~-m'nt 
en divisant » dans chaque cas, l'équation résuhante par m'k"^m''nf 
+m''n— atn"-\-mn*—m^it , 'il vieoArt' '■■[■' 

C'*+Bj'+^'i:H-fl"=so , 1 <7) 

&]uatîons qui , ayant lieu en même temp< que les ^qaa^oDi (5) , 
(5^) , (3^0 » pourront conséqOémment leur £tre substituée^ , dans 
la recherche du point d'intersection des troft plans qu'e^primefit 
celles-ci ; puis donc que les équations (7) sont indépendantes dp 
m t n , m' f n' f m" , n" , il faut en conclure que les plans dia"- 
inétraux des surfaces du second ordre se coupent tous au ménie 
.point ; il est de plus facile de voir , par ce qui a été dit cî-^essus , 
que toutes les cordes qui passent par ce point dcflvent y avoir leur 
milieu, et en conséquence on l'appelle \9£attrâ de la surface. 
Nous remarquerons , avant d'aller, plu» loia,, .qna les équations (7) 
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n'étant autre chose que ce que devient l'équation (5) lorsqu'on j 
fait successivement /7i= oe , n=: o» , m=n = o , il s'cnsuît que ces 
équations sont respectivement celles des plans diamétraux qui coupent 
en deux parties égales les cordes parallèles à l'axe des a , les cordes 
parallèles i l'axe des^. et les cordes parallèles à l'axe desz ; c'est-i- 
dire , en d'autres termes , que ces équations sont celles dés plans 
. conjugués aux diamètres respectivement parallèles aux trois axes. 
Si donc les axes des coordonnées étaient parallèles à trois diamètres 
conjugués ou , ce qui revient au même , si les plans Coordonnés 
étaient respectivement parallèles à trois plans diamétraux conjugués ; 
des trois équations (7) la première ne devrait renfermer que x sen- 
lement » la seconde que y et la troisième que z ; on devrait donc 
«Toir, dans ces équations, et conséquemment dans l'équation (t] 

^/=o , 5'=o , 0=0 . 

Ainsi , le parallélisme des »xes des .coordonnées avec trois diamitres 
conjugués jouît de la propriété de priver l'équation (i) des rectangles 
des coordonnées ; et il est de plus aisé de voir que c'est là la seula 
circonstance où elle puisse en être privée. 

Si le ceiilre de la surface se trouvait à l'origine , les équations (7) 
devraient être celles de trpis plaas passant par cette origine i on 
devrait donc avoir, à la fois. 

Ainsi , la situation du centre à l'origine des coordonnées jouit de 
]a propriété de priver l'équation (i) des premières puissances de^ 
trois variables > et il est de plus aisé de voir qu'elle en jouît ex- 
clusivement. 

Si donc on prend pour axes des coordonnées trois diamètres 
jHinjugués quelconques , l' équation (i) prendra la forme très-simple 
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tous laquelle la discussion en deviendra incomparablement plua 
ftclle (•). 

Mais loul ceci suppose que les équations (7) donnent fOJit^,y, z 
"des valeurs finies et déterminées ; en les résolvant par rapport à 
ces inconnues > on obtient 

_ ^''(A'^—BO+B"(CC'—A'm+C"(BB'—C>A') 

^&^^'~CA)+C'(ÂA'—B>C')+A"iCC'—A'B'} . 
y~ ABC -AA'^—BB»—CC"~i-:tA'B'C' " ' ^^^ 

_ C"(Ci*^AB)+A"{BB'—C'A')+B'(_AA'--B'C') 
■*"" ABC-^AA"~-BB'^—CC"+3A'ti'C' 

Or f si Ton a 

ABC-^AA'*—BB'*~-CC''+2A'B'C'=o , 

la surface n'aura point de centre ; ou , pour mieux dire , son centre 
se trouvant à une distance infinie , ne pourra éire pris pour 
origine. Si une seule des coordonnées du centre était indéterminée ,' 
chacune des équations (7) se trouverait comportée par les deux autres, 
et la surface, aurait une infinité de centres , situés sur une droite 
donnée par le système de deux quelconques de ces équations. Si 
deux des coordonnées du centre se trouvaient indéterminées, la troi- 
sième le serait aussi ^ alors les trois équations (7) ne seraient point 



(*) On remarquera sana doute que la d^moiutraiion de la pOMÎbîIil^ de ramener 
l'ëquation à eelle forme , par un choix convenable des coordonnées , a<sez dii&cîle 
i établir , dans les autres systèmes de discussion , même en supposant les coor- 
donnét.» primitives rectangulaicet , M prétente ; pour aïn» dire, d'eUe-méme dau 
«elui-ci. 

Xom. V, .11. 
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distîncfos les unes des autres , et le plan exprimé par l'une quel- 
conque d'entre elles deviendrait le lieu des centres. Au surplus » 
nous verrons bienlôt que les surfaces du second ordre peuvent être 
exprimées par une équation simple qui convient également à celles 
qui ont un centre et à celles qui en sont dépourvues. 

Soient x' ^ y' t z' les coordoimées de l'un quelconque des points 
de la surface courbe , en sorte qu'on ait 

As'^+Bf'-hCz'^-h^xA'y'z'-^zB'z'x'+zC'jY 
+3A"x'+2B'y+2C"z'-^D=o ; (lo) 

en désignant , pour ab.-Jger , par a , B , c , Us coordonnées du centre ; 
les équations du diamètre passant par ce point seront ^ 

Véqaation du plan mené , par rextrémilé de ce dlamèu-e , paral- 
lèlement au plan^ qui contient ses deux conjugués sera , en vertu 
de l'équation (5) 

f^C«'-o)+c<(r'-i)+fl'(^'-(r)!t'-iO ) 

+ {C'(,''-i)+Blr'-l,)+A",z'-Cj\(y-y') =0. (|2) 

+{B'(x'—a)+J'(y'-i)+C{z'-C)](z-z') ) 

Mais , en Tenu des équations (7) , on a 

—Aa—C'l—B'c:=A" , 

—aa—Bh-A'c=B", 
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—B'a-A'l—Cc=C" I 
en cwséquence réquatlon (13)* deviendra 

+(CV+B y'-i-A'z'+B")(j—y^ \ =0 
•^{BW+Jy+C z'+C'Xz—iO ) 

ou , en déreloppant eT transposant 

(,A iZ+Cy+B'z'+A'Os 

■HCV+B r'+A'z'+B"ly 

+(B'x'+Ay+C z'+C"ji 
=Ax"+By+Cz'-+2Ayz'+2B'z'x'+2C'xy+A''x'+B'Y+C"z'; 
ou enfin, en ajoutant l'équation de relation (to) et rtfduisanc 



CA >i'+Cy4-B'z'+A")x 
+{BW+Ay+C z'+C"-)z 



+A"x'+B'y-i-C''z'+D=o s 



Axx'+Bff+Czz' 
+A'(yz'+zy')+B'(zx'+xzl)+C{iyl-k-yx') (l 3) 

-l.^"(»+*')+-B"0'+yH-C"(2— «'H-^=<> • 
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Ce plan a un point commun avec la surface courbe : c'est celui 
dont les coordonnées sont x' , y' , z' ; maïs ïl ne saurait en avoir 
plusieurs; car, si cela t'tait , en menant par ce même point des 
parallèles aux deux conjugues du diamètre qui s'y termine, îl y 
en aurait au moins une puiserait une corde de la surface, cl qui , 
au lieu d*avoir son milieu sur le plan diam'rtral quï doit la couper 
en deux parties égales , y aurait au contraire son extrëmîlé ; le 
plan (i3) est donc un plan langent à la surface courbe. 

Si l'on suppose que le plan langent est le plan même des xy^ 
et que le diamètre par l'exlrt^mité duquel îl passe est l'axe des z , 
auquel cas le point du contact sera l'origine des coordonnées; à 
cause de x'=^.Of y^=:o , 2^=0, l'équation (i3) deviendra d'abord 

et , comme alors elle devra se réduire simplement à «=0 , on 
devra avoir 

J"=o , B"=o , D=o . 

Si de plus les axes des s et des y sont respectivement parallèles 
à deux conjugues du diam.ètre qui se confond avec l'axe dés z 
ou, ce qui revient au m£me , si les plans des xz et des yz sont 
conjugués à celui auquel le plan des xy est parallèle , on devra 
avoir eu outre, comme ci-dessus. 
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et pourra indistinctement exprimer toutes les surfaces du second 
ordre. Celle dernière équation a donc , dans le fond , autant de 
généralité que l'équation (i) ; du moins lorsque celte dernière n'est 
point généralement absurde ; c'cst-à-dire , toutes les fois qu*il existe 
au moins un système de râleurs de s , y , z qui y satisfait. (*) 

Les diamètres conjugués rectangulaires d'une surface courbe sont 
ce qu'on appelle ies Diamèlres principaux , et leurs extrémités en 



(") Sachant ainsi mener un plan tangent Ji la surface , par un de «os point* , 
il ne sera pas difficile de lui mener une normale par le même point. Il ne 
s'agira pour cela que de connaître les conditions de perpendlcutaiilé entre un plan 
et une droiie. Or , en supposant , pour ptas de simplicité , que l'un et l'autre 
passent par l'origine , que la droite est ix=3nr , r='>x) et que te plan est 
x==p3:-f-fy , il suffira d'exprimer que deux points (a , £ , f) , (a' , V , d) pris 
arbitrairement sur l'une et l'autre sont les extrëmilës de l'h^pothënuse -d'an triants 
rectangle dont le sommet de l'angle droit est à l'oriipne; cette condition donna 



+C*— *')'+a(e— <^(o —a') Cos.fl 






a94.il44;^.a(cCos.<(+aeaCos.^4-^£Cos,y 
..^'^.f'^.aJ/(/Cw»+3c'fl'Co»H2a'J'Co»*' ; 



ou en réduisant '■^" 

o«'4^i'-^c'+(Jc'+c«OCo«.«+CM'-fo(OCo(./H-<ai'+*flOCoi.yî. 

nais , par la sïtuaiion des deux points , on a 
subslituaut donc » il viendra , en divisant par e , 
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sont les sommets. Pour s'assurer de l'existence de tels dtamMres, 
dans les surfaces du second ordre , et en fixer la dlrectioD , U faut 
joindre aux é<juations (6) les équations suivantes 

i+m m'+n n'+(m /l'+m'n )Cos.H-C'n +'n')Co»M-C'' +«' )Co8.«=», \ 
j+m' ra"+n'n"+(m'n"+m"n')Cos.H-{'»'+m'')Cos.H-C'''+'''')Cos-«=o . Ki5) 
i+m"/» -fn"/i +(m"/i +m «OCoî. H" (">"+" )Cos.H-('*"+b )Co8.«=5o; J 

qui expriment (*) que les diamètres conjugues sont , deux à deux » 
perpendiculaires l'un à l'autre. 



+ |(H-y)+mjCM.i8+(i+ny)Cos.-HnCo».>-]«' 



et , comme a' , ^ doirent demeurer ïndéternùa^ et indëpendant , let conditloof 
•herchies seroat 






De là on pusen aux plans langens et aux normales par des points ext^iiem 
et , par suite , aux surfaces coniques circonscrites et ii leurs lignes de contact. 
On sera conduit urni i exposer les propriétés des surfaces du second ordre* 
relativement k ce qu'on est convenu d'appeler leurs pâles. On pourra consulter 
è ce sujet , ce qui a ët^ dît aux pages 393 et 3o2 du 3.o>< toluroe de ce recueil. 

(•) Soient, en efiet, (,x=Mtx , jr=m.) , {x=m't , j-=ai'c) deux droites que, 
pour plus de simplicité , nous suppc^om passer par l'ori^ne ; nous exprimerons 
qu'elles sout perpendicuUires l'uoe à l'auuv, en exprimant que deux poinU (a,>,c). 
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ET SUîlFACES DU SECOND ORtoRE. 83 

TcHes sont donc les équations qui , combinées avec les équa- 
tions (6) , feront connaître m ei n , m' et n' , m" et n" ; et , 
' comme ces trois couples dâ quantités y entrent symétriquement , 
on est en droit d'en conclure qu'elles doivent dépendre d'une même 
équation du troisième degré , et que conséqucmment les surfaces 
du second ordre n'ont qu'un système unique de diamètres prin- 
cipaux ; c'est ce que le calcul va confirmer. 

Si l'on prend successivement la différence des produits respectifs 
de la première et de la dernière des équations (6) par m" et m 
et par n" el n , les équations résultantes pourront être écrites ainsi : 

{B'm+A'n+C){m'—m")-^-(C'm+Bn-^-AX'^'n"—n'm'f)=o , (i6) 

{B'm'hA'n+C){nf'~.n'y^Am+C'n'^B')(mfn^'-n'm")=o , (17) 

En opérant exactement de la même manière sur la première et 
sur la dernière des équations (i5) , les deux équations résultantes 
pourront être mises sous cette forme : 

(mCos.jî+nCos.*-i-i)Cn"— m")+(mCos.y-H>+Coi.«)Cm'n"'^i'm'0=o, (18) 
(mCosie+nCos.«+OCn''--n')-i-(m+nCo».H-Co(.j93(m'n''— a'm'0==«. (ï9) 



(a' , ^ , cO I p''* reipeciîvement sur ces deux droites , sont les extrémités de l'hy- 
poihénuse d'un triangle rectangle dont le sommet de l'angle droit est & l'originCi 
Celle GondiUon donnera , comme dans la note prétédente { 

a<)'+(6'-|-cc'4-c(c'+ci')Co).«-|-(ca'-Hi*OCos.i84<ii2'4,i0')Goi}',; 

nais on aura ici 

ce qui donnera , en substttuint et divîtant par te* « U preoùire 4c*.é^lîonl 
mentiomiëes dans le leste. 
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Or , en ëllminant m'— m" entre les «iquations (i6) el (i8) , et n"—n' 
entre les équations (17) et (19), m'n"—n'm" disparaîtra de lui- 
même des équations rësullantes , et «Iles seront 

(mCo».>4«+Co».«)(JI'm4^'n+C)— (mCo».H^Co»-'H-O(C'm+Bn+^0^»,) 
<fn-|-nCoi.H-Cos.A(B''R-f'4'nfC}-CmCoa.fa+nCoa.--fi)(^ m-f C'n-fB')=o ; ) 

De ces deux équations on déduirait une équation finale en m , 
qui serait du troisième degré seulement , et dont par conséquent 
les racines seraient les valeurs de n > ni' , m". On aurait de plus 
une Taleur de n fonction de m, laquelle deviendrait n' et n" , en 
y changeant m en m' et m" \ mais il sera plus convenable d'opérer 
comme il suit. 

Soient s, y, «"les coordonnées de l'un quelconque des sommets 
de la surface courbe , et r sa dislance au centre ou la longueur 
du demi-diamètre principal qui luV répond; en continuant, pour 
abréger , de représenter par a , h ^ c les coordonnées du centre , 
données par les formules (9) , nous aurons , à la fois , 






(ai) 



x^a-s=m{z — c) ; y—l=n(z~c) ; (22) 

ottlre l'équation (i) peut facilement être mise sous cette forme 
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Et 8UBFAGE$ DU &^ÇOKI> q%DRE. ^h 

•t'HÂ a+C'b+Bic+A")* • : - 

'■\-2(C'a+B1i+A'c+B")y 

■\-2(.B'<'+J'l+Cc+C")i 

+D~Jti'—Bf—Cc'—2A'ic—2B'c/i—iC'(ii=o ; 

posant , pour abréger i 

Aa'+Bi'+Cc'+2A'ic+2B'ca+2C'<ii—D=A , 

et remarquant qu'en vertu des équations (7) les coefRcicns des 
premières puissances de x , ^ , z sont nuls , elle deviendra simplement 

( 
' A{x—ay+B{y—hy+C{,z—c)- ' 

+2^'tV-«Xz-<r5+jB/(£_<r)(x-»-«)+3C'(«^)(/— })=A . (a3) 

Cela posé; si, dans les éqUalions ^ii) et (aS) , on introduit, 
pour X — a et y—b les valeurs données par les équations (22) ^ 
elles deviendront 



(z— <}»îi+m'+n'+3BCos.*+2mCos.^4-2mnCos.y|=7-' . 
{i—c)'[C+Am'+Bn' + 2Ain + îBrm + iC'mn\ =A ; 



équations entre lesquelles éliminant {z — c)* , 11 viendra 
Xoia. V. 
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86 DISCUSSION DES LIGNES 

Ur-—A)m--i-(Sr' - A>i'+a(C'r'— ACos.r>» 1 

+2(5^— ACos.^>i4-3(/<V— ACos..>-KCr'— A)=o \ 

éliminant enBn m et n entre cette équation et les e'quations (20) 
on aura d'abord 

(^JSC—AA"—BB"—CC"+iA'Sicy' 

I{BC—A")+^{B'C'—AA')Cai^ î 
+(CA—B'-)+i{C'A'—BB')0,s.ii \ T> 
+(AB—C'-)+:i(A'B'—CC')C'>s.r \ ^ 

!ASia.'—sA'(Cos.m—Cos.ltCos.f) I 
+flSin."^— 2B'(Cos.^— Cos.;.Cos..) ) r* 
+CSin.V— aC'(Oisr— Co3.«Cos.rt ) 

=-A'(i — Co5.'«— Cos.'ji— Cos.V4-2Co3.«Co«.j9Cos.>-)=o , 



_ (y^V— ACo«.*)(C'r'— ACoa.y1 — (Br' — A){B'f— ACoi.rt J 
*"" (^r-— A){Br»— A)— (C'r»— ACo».y)» * ( 

} (27) 

~ (<*^— A)(Br»— A)— (C'r»— ACofcy)» ' J 

L'équation (26) donoera les longueurs- des demi - diamètres prin- 
cipaux; les formules (27) en détermineront la direction, et ensuite 



DigitizedbyLjOOQlC 



ET SURFACES DU SECOND ORDKE. Sj 
l'une des équations (24) , combinée avec lu équations (as) , fera 
connaître les sommets. -' 

Parvenus h l'équatioo (26) , od pourra poursuivre la discussion , 
comme l'a fait M. Bérard , à la page iio du troisième volume 
de ce recueil. ' 

Dans le cas particulier oii l'on aura 

jiBC^JJf~^SB'*^CO'-i-2jBC=:=o ; (28) 

la surface , n'ayant point de centre , n'aura qu'un seul diam%1r« 
principal que l'on poilrra déterminer comme il suit ; les équations 
(16) du diamètre deviendront alors 









£a exprimant donc que ce diamètre est perpendicttlatre aa pTaii 
tangent i son extrémité , donné par féquatiwB (l3) , on. aura deux 
équations en.^,y^, z' qui, combinées »Vee l'équation (>o) , ne 
' donneront , pour ces trois coordonnées , en ayant égard à la rela^ 
tion (28J , qu'un seul système de valeurs lesquelles seront les coer- 
donoée» du sommet cbercfaé. Il est aisé do voir qu'hors tou» les 
diamètres seront parallèles. 

Lorsque , comme on le fait ordinairement dans les traités élémen" 
laires y on suppose les axes des coordonnées rectangulaires , le» 
dernières recfiercbes et les résultats q^u'on en obtient se simplifiait 
coasldérablcEieiit, 
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QUESTIONS RESOLUES. 

Démonslration des deux théorèmes de géométrie énoncés 
-à la page 384 ^" 4** volume de ce recueil ; 

Par un Abohué. 



TaiOJiÈME I. Si deux ellipses , idlement filuées sur un plan 
que deux diamètres conjugués de Fune soient respectieement paral- 
lèles à deux diamètres conjugués de' Vautrç , se coupent en quatre 
pointSt ; cet quatre points seront sur une troisième ellipse 'dans 
laquelle les diamètres conjugués égaux seront respectivement paral- 
lèles aux diamètres conjugués que ton suppose être déjà parallèles 
dax^ ta detîx prgmièrfs.' - ' '■ ' 

DimonUratien. SoMnt pris ïeS'aAei des'cotïrdonnéea resjieerivement 
parallèles «bk diamètrei conjugués que l^en slippose-' l'être dans' 
l«s' dcax ellipses dont il s'agit; les équations cle'c6s deux ellipse» 
•ervnt db la fos'me 
■ ' I ._ . . . 

Or , il est connu que , lorsque deux courbes sont rapportée^ 
aux mêmes- axes . toute combinaison de leurs équations appartient 
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RÉSOLUES. «9 

V une troisième courbe qui coupe chacune d'elle» tax mêmes points 
où elles se coupent ellesrmémes. .... ; 

Soit donc ajouté, au produit de la première des deux ëquations 
ci-dessus par B' — A' le produit de la seconde par A — B , il 
Tiendra en rëdubant 

+2 { V{A^B)~-D{A'—B') ] H-2 { E'{A^B)-E{A'~BO i y (a) 
-\'{K'(A~B)-K{A'-B')]=o i 

Ajuation d'une courbe qui contient les quatre intersections des 
deux premières ; or » on voit que cette courbe est une ellipse dans 
laquelle les diamètres conjugués égaux sont respectiv.ement parai-*, 
lèles aux axes des coordonnées , c'est-i*dire , aux dtiMuètres cou-, 
jugués que l'on suppose. £tre parallèles dans les de^ix premières;, 
ce qui démontre ta proposition aDRoUftée. 

Si l'on suppose les axes des coordonnées ra:tangulaires , on aura l 
pour ce cas particulier, ia proposition suivante: 

COBOZJ^IBÉ. Si deux élîipses dotti les axes sont rtspecti^e^ 
ment parallèles se coupent ■ en fuotre points , c6i. fw^re point» 
seront sur une mime .cireenfirence. (*). 

Ce qui précède ne supposant aucunement que les.quftré. ooeffi-* 
ciens A^ B, A', B' soient plutôt de mêmes signes que de signes 
difTërcns , il s'ensuit que la proposition a également lieu , lorsque 



(*) Ce cas ^Tiicùliar avait él^ prcpoté -pu H. Bérard;^ «i atail foumî 
une démonitralion aues simple que noua aurions mentionner ici , si celle qu* 
l'oK vient de voir ne ae trouvait la comprendre. 
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le s courbes données , an lieu d'être deux etlipsea ', sont deux h]t- 
perboles , ou bien une ellipse et une byperbole. Enfin l'un de» 
deux coefficiens A ^ B o\x l'un des . coefficiens A' , B' pouvant 
Être supposé nul > il «'ensuit que la proposition est encore vraie, 
lors même que l'une des cour}>e9 données ou toutes les deux sont 
deux paraboles. 

Si, au lien de multiplier Fespedivemant le» équations (i) par 
B'-~A'.fX A—By on les eût multipliées par — Â'—B' tX +>^+^. 
l'équation (3) eût été celle d'une byperbole équilatérale rapportée 
\ deux axes parallèles à deux diamètres conjugués paraHèles eux- 
mêmes aux diamètres conjugués que l'on suppose être parallèles 
dans les deux preinîères courbes ; ce qui peut fournir de nouveaux 
théorèmes. 

THÉORÈME IL Si trois ellipsoïdes , tellement situés dans 
Tespace çue trois diamètres conjugués de tun ^uelcon^ue soient 
respectivement parallèles à trois diamètres conjugués de chacun des 
deux autres , se coupent en huit points ; ces huit poiats seront à 
la sur/ace dun quatrième ellipsoïde dans lequel les diamètres con- 
ptguis égaux seront respectitfement parallèles aux diamètres conjugués 
gue l'on suppose être déjà parallèles dans les trois premiers. 

Démonstration. Sment pris les axes des coordonnées respectivement 
parallèles aitx diamètres conjugués que- l'on suppose l'être déjà dan» 
les trois ellipsoïdes dont il s'agit } les équations de ces ellipsoïdes 
■eront de la forme 

A x*-\-B y'-^C z-H-aZ) jr-f-a^ y+zF x-|-^ =(t , J 
(k-> Q e«t consB q;ae , lors^e rroîs surfaces sont rapportées ans 
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tournes axes , toufe combinaison de leurs équations appartient \ une 

quatriime surface qui contient les points d'intersection des trois 

premières. 

. Soit donc prise la somme des produits respectifs des ëqua-> 

tions (i) par 

'A'B''SU"+B'C"~C'Bff-\^CfA"—'Afa' , 

'A"B ^B"J +B"C —Cf'B ^C'U ~-A"C , 

. 'A B'—B A'-\-B a-^C B^^CiA'~J C' ( 

il Tiendra , en réduisant , 

{AB'C'f~'AC'B''+CAfB"~BAfa'-^BC'A''~>CB'A'^* _. 

'•Jt{AB'a'~AaB"-^CA'Bf'~BA'C»-^BC'A''~'CBWf)y'^ \ 

':\iAB'C"^AOB"-^CA'B"TBÀ'C»-\-BaA"'^CB'Àf^:C 

-1-Etc . . . =so î 

équation d'une surface qui contient les huit intersections des trois 
premières ; or , on Tbît que cette surface est un ellipsoïde dans 
lequel les diamètres conjugués égaux sont respectivement parallèles 
aux axes des coordonnées , c'est-à-dire , aux diamètres conjugués 
que l'on suppose être parallèles dans les trois premiers ; ce qui 
démontre la proposition annoncée. 

Si l'on suppose les axes des coordonnées rectangulaires , on aura , 
pour ce cas particulier , la proposition suivante : 

CoRQLLAXBM. Si trois ellipsotdes , ttlkment situés àons Tespast 
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^U6 leuTS axes soient respectivement paralliles » se covpent tn huit 
points î ces huits points seront à la surface d'une même sphère: 
On pourrait faire ici des remarques analogues à celles quî.onl 
-4të faites sur le premier thëocème ; on parvieadrait ainsi i établir 
que les trois premières surfaces peuvent être trois surfaces quel- 
conques du second ordre , et que la quatrième peut être une quel- 
conque de celles d'entre elles qui sont pourvues de centres. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problèmes de Géométrie. 

I. KJh demande trois cercles tels que chacun d'eux tQuclie les 
deux autres , et qui satisfassent dé plUs aux conditions suivantes : 
I.* que les points de contact de l'un d'entre eux avec tes deux 
autres soient deux points donnés 4 2.* que ces deux derniers lou- 
chent une même droite donnée ? 

II. On demande trois cercles A, B. C, tels que chacun d'eux 
touche les deux autres , et qui satisfassent de plus aux conditions 
suivantes : i_.* que le point de contact de A et B soit un point 
donné ; 2." que A et C soient tangeifs à une même droite donnée'^ 
3.° que B et C soient aussi laag«ns à une* mime droite douoéc? 
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ESSAI SUR LES FRINCIFES DU CALCUL DIF. , eic. 9S 



ANALISE TRANSCENDANTE. 

l^sai tur un nouveau mode tîexposition des principes 
du calcul différentiel'. 

Par M. Sertoxs , professeur aux écoles d'artillerie. (*) 



* A meiwn que ( l'analiM } s'Jlend et s'enrichit de 
•• nourrilet mëlhodea , elle devient pltu compUqotfe, 
m «t i'OB ne peut la simplifier qu'en géninliBaat 
» et en réduisant , tout k U Tois , les méthode» qui 
■* peuvent £tre ■uaceptibles de ces avantagea, m 
( Mécanique analitiqiu , page 335. ) 



I. «I E commence par fixer quelques notatîoni et par donner quelque» 
définitions. 

J'exprime 

Far îz^ Jz t Fz , f^,..... des fonctions quelconques de la quan- 
tité quelconque z : fe les appelle Fonctions monômes simples- 

Par (fz , ifFz , des fonctions de fonctions de 2 ^ ce son! 

des Fonctions monômes composées. 



(*) Ce qu'on va lire est * en substance , extrait de deux mémoires , sur le it' 
«deppemem des fonctiens en séries, par ta néthode différentielle , présentés à l> 
greniers classe de l'institut , le i.'^ , vers la fin de 1 8d5 , le -^^^ , en 1 80g , eV 
^ ont retii l'appmbalion de la classe , sur un rapport d« MM. Legcndre eV 
Lier*K , en date du 5- d-'odobve lârs. 

Ton, y y n.* IV, >." octobre rSi^ i3^ 
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Far f£, Vz t Pz , ^^ y Is fonction marquée par f ^ prise 

Buccessivement i fois , sfois , Sfois nfois , de la quantité z: ce 

sont des Fonctions monômes du i" , du 2.*, du X' du n^*. 

ordre : n est Vexposant de l'ordre de Ja fonction. 

Par î~*z, i'*z , f~''z,dt.>s fonctions de z dont la dëTiaîtiaB 

complète est donnde par l'équation générale 

Pf^"z = f-"fz=z: (0 

ce sont des Fonctions inverses ou d'Ordre négatif. 

Si la quantité sous le signe fonctionnaire , c'est-à-dire , le su/ei 
de la Jonction:, est polynôme , on le met entre parenthèses. Ainsi , 
/(a-a h -z ) désigne la fonction f du binôme a-\-z. Lorsque le sujet 
de la fonction est regardé comme complexe , on emploie , avec les 
.parenthèses, des virgules interposées entre \t% sujets partiels. Ainsi 
f[jr, (i-f-/) , z,... 3 exprime U fonction f des quantités*, h+y,z,... 

Si fz = z ; c'esl-i-dire , si le sujet n'est pris qu'une fois, la 
fonction f est le facteur 1. Si îz=^az , ou sï le sujet est pris a 
fois , la fonction f est le facteur a. 

En supposant que le sujet z soit complexe , par exemple, 
X=f(*./, ), X, y y étant des quantités variables , ar- 
bitraires ou indépendantes qui reçoivent respectivement les accroît- 
semens invariables ou constans quelconques «, ^, , si on » 

fz=^;j-l--,y+ii,-...) , 

la fonction f est ce qu'on appelle Yitat varié de z. .Te proposv , 
avec Arbogast ( Calculs des dérivations , h.* 4-t2 ) de désigner cette 
&Dctioa particulière par la lettre £ ; et j'adopte les defioitîoa* 
suivantes 

E z=»;jr+-,^-f-« , ) . ■ 

£"z=f(jr+n-,^4-Bjl ,) . 
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St fesKËz — z , la fonction f est ce qu'on appelle la différence 
de 2, il laquelle est consacrée , depuis long-temps p la lettre A> 
Ainsi y on a les détinitions » 

Az = Ez— £=*(*+* , y^^ , . ... .)— f(^ , y ,....) , (3) 

On conclut de là , sur-le-champ , cette autre expression de l'état 
varié 

E8=z^Az . (4) 

Quand le sujet z est complexe , on a souvent besoin d'exprimer 
que la fonction f n'est prise que par rapport à un s&i\ sujet partieL 
S\ donc l'oit veut exprimer que la fonction f n'est prise que par 

rapport & j; , on écrira — z; si la fonctîoa ne doit atteindre que y^ 

, . f ,.,.f f j,r 

on écnra — z, et amsi de suite. —z , — z,.... sont donc les /ô/itf' 

tions î partieiUs de z. Ainsi , a étant un facteur » on aura la défir 
nition suivante du facteur a partiel 

^z=9(ax,y )- 

De même ^ d'aprè» (2) , (3) , oa aura les défmitîons suivante» de* 
états fartés partiels et de» différences partielles . 



£*£ est toujours' égal ^ z ; car ^ rexptessioa elle-^néme' indique 
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qu'on ne pr«nd pas la foncliun f de x , «t par conséquent qa'k 
cet égard z ne subît aucune modification. Ainsi 



a**z=E''z=A'*x=: — z 



m 



Toute fonction inverse admet un conyfiément arbitraire t lorsque 
la fonction directe du i."* ordre a la proprîëlë d'annuler dans son 
sujet certains termes, ou d'y rendre égaux à l'unité certains facteurs. 
Ainsi , par exemple , la difFérence A annulant , entre autres , les termes 
constans , la fonction inverse A'^z prend , à cet égard > pour com- 
plément additionnel f la constante arbitraire A, 

On a coutume de désigner par £z , X*z ^....X"z, des fonctions 
de X qu'on appelle intégrales , et dont la définition est dans l'équation 

A''S"x=£"A"x=x i 

et , comme on a aassi (i) 

A"A"""z=A~"A''xsBx î 

il s'ensuit que 

•fz^ùr's : (7) 

Far la même raison , L étant la notation da logaritliine natonl * 
et t celle de ta base du système | on aura 

Us-^z^z—l^ î L*L-»x=*=L'<rf ; 

Donc aussi 

tfTsL-'x ; «-'sL-'x î..... (8) 

On trouvera de même 

Sîn,'"xsArc,(Stn.=x) ; Tang.*"x^irc.(TaDg.3(s) ;,',.. (g) 

c&r on a 
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' r=Sin.Sin."'z=Sin,Arc:.(Sin.^«) 

s=Tang.Tang.-'i=TangArc.(TaDg.=«) : 

Pour prévenir toute méprise, le produit de f» par ff sera repré- 
senté par (x.fy. L'expression txfy signiBerait la fonction f du 
produit de s par fy. La puissance n de ïx sera indiquée par (f*)". 
L'expression (%" désignant la fonction f de la puissance n de x. 

3. 6oit 

irz=fr+/*4-fz+ î (10) 

c*est-ii-dîre , supposons que la fonction F de 2 est telle que , pour 
la former, il faut, ^ la fonction f de 2, tf/o»/«r ( algéhriquemeot ) 
une seconde fonction /de la méoie lettre, puis une troisième marquée 
par f , et ainsi de suite. La fonction F est alors de la classe des 
Jonctions polynômes. On peut indiquer cette Signification de la 
fonction F par une notation trës-eipressire , qui a le grand avantage 
de permeUre de traiter les fonctions polynômes comme des fonctions 
monômes , s^ns perdre de vue de quelle manUre elles sont comq 
posées. On écrit pour cela 

Fx={f+/+»+...-)*i 
il en résulte qu'on a aussi 

F"z=(f4-/+H-.....)-' . (il) 

Si F' est une autre foncttmi polyndme de t ] donnée par i'équtîo^ 

F/x=(f'+/+f-*- )z, 

on pourra «usai exprimer qu'on prend la fonction F'' ie Fr^ <>' 
éciirtnt 

F'F«(P+/'+^+...Xf+/+H--)«! (") 

9t ainû 4* «aile* 
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Rie» n'empêche qu'une , plusieurs ou toutes les fonctions mo^ 
nômes composantes ne soient des facteurs. Dans le dernier cas ^ 
après en avoir averti , on saura » sans «équivoque (i i) , (12) , que 
Fz, F'Fz ,.... sont les produits de z multiplié par le polynôme 
f+Z+H-.. ... ou par le produit Cf'4-/+«'+-..Xf+/-+-ï+"")- 

3. Soit 

*Cx+y+....)=fJ^+<y+.... ('3) 

Les. fonctions qui, comme ç , ' sont telles que la fonction de U 
somme- ( algébrique ) d'un nombre quelconque de quantités est égale 
à la somme des fonctions pareilles de chacune de ces quantités > 
seront appelées àistribulives. 
Ainsi r parce que 

fl^-hr+.-O =«'+«/+•- ► E(j-b'+—)= Ex4-Er+-... i .... 

\t facteur a > l'état varié E,...» sont des fonctions dUtributivcs ;. 
mail , comme on n'a pas 

Sln.C37+y4-...;=Sin.x+Sin.y4-... % L(jr+y4...)=Lj:+L/+...; ... 
les sinus, les logarithmeSi naturels,.»., ne sont point des fonctions, 
distilbutivet.. 
4. Soit 

ÎJz^fiz. (i4> 

I^es- fonctions qui , comme î tX f ^ sont telles qu'elles donnent 
des résultats identiques , quel que soit L'ordre dans lequel on lefc 
^pltque au sujet , seront appelées commutatives entre eUes^ 
Ainsi , parce qu'on a 

ahz=^haz y aEz='Eûz ;..... 

les facteurs conslanS' a , b ^ le facteur constant a et Tétat: varié ET^ 
sont des. fonctTonS' commulaiivcs entre elles; mais comme» a élanli 
toujours «onstant et x variable , oa n'a pas. 
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il l'ensaît que le sinus avec le facteur constant , l'état varie ou la 

difl'érence avec le facteur variable, n'appartiennent point à la 

classe des fonctions commulatives entre elles. 

5. On recueille de ces simples notions plusieurs tliëor&mes Imporlans. 

Si deux fonctions simples ^ , ■4- sont distributives , la fonction 
monôme composée sera aussi distribullve ; car puîst^ue , par hypotbèse 

on aura évidemment 

Il suit de là immédiatement que les différens ordres d'une fonction 
distributive sont aussi des fonctions distributives. 

6 Si les fonctions monômes f,y, f, composantes de la 

fonction polynôme F sont distributives , la fonction polynôme F 
aura aussi la même propriété ; car, d'après la détinition (10) on aura 

F(x-Hr)=f(*+r)+/*-b')+»(*+r)+--i 

mais , parce que f , y, f > sont distributives , cette équation deviendra 

Fc^+r) = f j+/r4-«>*+"...+frh^+*'r+ =F^+Fr. 

On dira la même chose ( n." 5 ) des diiTérens ordres F" de la mime 
fonction. 

7. Si les fonctions î tf, f ,*••. sont commutatives entre elles 
deux à deux , de manière qu'on ait 

f/z=Jïz , (fz=9(z , fn~^fz t î 

et si ensuite, ayant pris un certain nombre n de ces fonctions ^ 
on en forme toutes les fonctions monômes composées que peuf 
fournir la permutation entre eux des b signes fonctionnaires,* toute» 
les fonlions monômes composées résultantes sek-ont équivalentes. 

Ainsi , par exemple , si l'on prend les (rois premières ( ,J^t f » 
on aura 

f/fz=/ïfz^{l>fz=f(/z=s/piz=f^ ^ 
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Pour le démontrer généralement , considérons la fonction monânit 

CD pourra , sans en changer la valeur , permuter entre elles deux 
lettres foactioonaires consécutives quelconijucs ? , ^t par exemple* 
Car, soU 

F z=/, 

on aura ' 

HF z=Ht ; 

or , par hypothèse , 

9^t=.-Ht ; 
donc 

ff^F z=4-?F z î 

et » en prenant , de part et d'autre , la fone^on composa. 
/. fW-F *=/. f*fF X . 

11 suit de U que chaque lettre foiictionnaire peut tere amen^ & 
quelle place on veut de la combioaisim pFemière , et partant qu'on 
peut faire subir aux lettres fonctionnaires toutes les pennutation* 
possibles, sans altérer la valeur de la fonction composée. 
- On conclut évidemment de ce théorème que si , avec le* lettm 
fonctionnaires commutatives entre elles deux à deux f, y»'i.»-- 
«» forme , à volonté , de ■ouvellcs fonctions , composées de deux , 

de trois, lettres, telles que {fz, HFz ^ , toutes celles-*» 

seront aussi commutatives entre elles et avec la première. 

8. Si f et y sont commutatives entre elles , elles le seront arec 
leurs inverses qai seront anssi commutatives enlse elle», c'e»t-4^ 
dire , que ^ si l'on a 

ffz=Jîz , («^ 

oB aiir» ausst 

£b effet > M • (i> 
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or, (i5) 

J!fi=f/!-z ; 
donc 

(Jï-'z=fr'(z ; 

et, en prenant Ae part et d'autre la fonction f"' , 

Jl--z=l-fi. 
C'est le. premier des théorèmes (i6), et le deuxième se démonlreraîl 
de la même manière. Quant au troisième oo a (i) 

et , d'après le premier des thdorèmes (i6) , 
/-.f-/z=f-/-/z ; 

laquelle devient le troisième théorème (i6), en y changeant /z enxJ 

9. Des théorèmes ( n."* 7 , 8 ) on conclut , sans discussion^ les 
formules qui suivent. 

Quand f , /, ç-,....(îtaDleommQtativ^ entre elles, £, m, n^.*.» 
■ont des nombres entiers positifs , on a' 

puis f en désignant f./z par fz , 

enfin, en désignant fy"*^ par "^z , 

4^z=i^/^z=/'^i^zi (rg) 

10. Si les fonctions mondme» d'une fonction polynôme sont^ U 
fols distributlves et commutatlves entre elles , tous Us ordres de 
la fonction polynâme seront des fondions distrlbulîve» ( on le sali 
déjà d'après le o,** 6 ) et commutatlves , non seulement avec ^es 
difiereos ordres des composantes , mais aussi avec tous les ordres de» 
fonctions dîstclbutlves qui sont conunutattves avec ces dernières.. 

^ Soit 

Jom. n j4 
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T£^fz+/z+ ; 

et supposons qne les dUtributWes f, f soient commutatÎTes tant 

entre elles qu'avec une distrlbutîve quelconque f. On aura (n.* 6) 
fFi=Pz+f/i+ =I^^+yï^^- =F£t . 

On trouvera de même 

Ajoutant \ cela la considération fourme par la formule (i 7) 1 1> 
proposition se trouvera complètement démontrée. 

II. Si les fonctions monômes de deux fonctions polynômes sont 
distributives et commutalives entre elles , les deux fonctions poly- 
nômes seront distributives ( n.* 6 ) et commutalives entre elles. 

Soient , en effet , 

F^=f2+/*+ ; F^z=f'z+/z+ ; 

on aura évidemment 

FF'z= ff'H-f/'^ — 4-yr'^+./r^ . . . ■ 

FTz = f'fz+f/z+ .... -\-fU-+f/z+ .... 

or , d'après l'hypothèse , ces deux déreloppemeos sont composés 
de termes identiques deux à deux ; on a donc 

FF'i^F'Fz . 
Si l'on fait ensuite 

F"z=f/'x4:/»'iH- , 

-«n supposant P^ ^' > • • • • distributives et commutalives entre elles 
et avec f, y, ...., f ,y^,....; F^' sera commutatire avec F, F'; 
«t par conséquent on aura ( n.<* 7 ) 

FF'F"i=FF/'F'.s=F'FF'^z=F'F"Fz=F"FF'i=tF/'F<Fzî 

«t ainsi du reste. 

13. Le développement des fonctions monômes composées , telles 



(10) 
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que FF'x , FV^'^g, (n.** II ) dont les fonctions simples sont 

des fonctions polynômes , lorsque d'ailleurs les fonctions monômes 
qui composent ces dernières sont dîstribulives et commutailves entre 
elles, ne présente aucune dîificultp. On a , dans les équations (so) , 
le type de celui de FF^2 ; on passe , par le mâme procédé , de 
celui-ci k celui da FF'F"« , et ainsi de suite ; on sait donc dé- 
fclopper les fonctions comprises dans ta formule 

FF'....i=(f+/+.,..Xf'+/+....)--^. - (=") 

IjC développement général d'un ordre quelconque F"< d'une fonction 
polynôme Fz, aux fonctions monômes dîstributives et commutatives, 
ressortit \ la théorie générale du dëveloppemeni des fonctions en 
séries » dunt nous allons exposer les principes. 

i3. Je suppose qu'on ait respecLÏTement 



lorsque f*=o, fjr=o, f"s—o, ^"»=q ,... 

J'écris la suite indéfînte d'équations 

F'x=F'^-H>'jr.F"* , 



(") 



(23) 



équatioDB que je rends identiques * en supposant , 



F';t=: 



-,•... (24) 



Je prends la somme des produits respectifs de» équation» (sS) 
par 1 1 f^r , fx.^x , px>^s.^'x , , et j'obtiens , eu réduisant , 

F*=F«H-f».F'H**-*'j-F"v+W.ff'J^.*>"*-F'''H----' (=5) 
Les équations (x4^ donnent ensuite» sui^le-champ , 
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F'f= 



, F'}= 






r"'f=— — — i , F"'i= 



p,,_F», 



, F"'C= 



F»— F. 

F— P» 
f. ' 

F»;— F"y 



(î6) 



Or, de ceiles-ci (26) on l^re facilemenl les coefiîciens F'^ , F'V» 

V"i, de r<iqualion (25), exprimés par les seules fondions 

JP , 9 , ^ , <f" ,..,. des constantes «, jS , y , Oo a, en eAet, 

(F;a-F-) 



F' /!= 



F"y= 



F'^'^r 



(Fy— F.) fF»-F«) 
(Fi-F.) (Fy-F.) , (Fi8-F.)Cf'*-P'y) 



1>i.Ç'i.(l/'3 Çy.^'y.^'i fli.fy.fi.if'i 



(=7) 



Voili la série (aS), de forme très-gënéralc , établie analitîquc- 
meDt , par un procédé fort naturel et qui a l'apparence de la plus 
grande simplicité ; <Ie sorte qu'il sembla qu'il n'y ait plus qu'à 
desceudre de là aux diiFérens cas particuliers. Mais on a bientât 
remarqué que ce procédé présente aussi de graves inconvéniens. 
Xjc premier est de conduire péniblement , même dans les cas les 
plus simples , à la loi qui règne entre les cocfEcicns F'jS , W'v «••■•; 
le deuxième , et il est majeur , est de ne rien donner dans le cas peut- 
être le plus utile , celui de l'égalité, en tout ou en partie , entre les cons- 
tantes « , |8 ,....; car , alors les coefliciens prennent, tous ou partie , la 
forme indéterminée \ . C'est ce qui a lieu , en particulier , quand toutes 
les fonctions *jf , ¥s , . . . sont égales , et par conséquent lorsqu'il s'agit 
de développer F:i: suivantles puissances d'une autre fonction ^x, on bien 
encore, quand les fonctions ix , ¥x ,.^.^ étant diAléreotes les unes 
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des autres , sont toutes de la forme y'^:P. Cependant , apris un 
examen réûechi , on reconnait que ces înconvéniens ne sont pas insur- 
montables , et qu'ils disparaissent quand on modifie un peu le procédé ; 
et , en particulier » quand on n'attaque pas d'abord le problème 
général. Voici ce que j'ai trouvé de plus simple h cet égard. 

i4» Dans FC^+y) je considère jf' seule comme variable, ayant 
■ pour accroissement arbitraire et constant. J'écris l'équatîoD identique 

laquelle , en faisant 
devient 

Je prends tes dîiTérences successîres da l'éjuation (29) , par rapport 
h f seule ; et pour cela je fais obsenrer qu'en général (3) 

ou bien 

après quoi j'ai successivemeat 

A'F(4r+r)=3^'/H-(H-3.)A'/r ,- 



d'où je tire , par transposition . 
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(3.) 



prenant enfin la somme des produits respectifs de ces équations (3 1) par 



r . - 



.a,- • I.a.3.«> ' 



il vient en réduisant ^ et aj^ant égard à l'ëqualion (2g) , 

T(x+y)=Tx+!^^AF(s+ï)~^^A-nx+y)+...., 
on bien , en transposant ^ 

- '":^:lïT ^'^(-'-^^+ (3.) 

On peut donner à ce de'veloppement plusieurs autres formes tris- 
remarquables. 

D'abord je fais X'\^=:p ; relation qui donne , parce que s est 

constante » 

par conséquent Texpression A"F{x-i-Y) "Je^ïent évidemment A'Tp, 
les différences étant prises par rapport îi p qui varïe de a ; en 
a ainsi 
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Dans ce noureaa développeaieiit , je change s en s^n» ; alors lo 
, premier membre derient (2) 

dans le second , s—p devient s—p+nm, Aprîs cela je change p 
en s ; alors ù.p devient Ax , et ù.'¥p devient A"F:r ; les difTé- 
reoces étant prises par rapport à x qui Tarie de « ; il vient ainsi 

E"F*=FCx^-n.)=Fx4«AF;r4^.Î^A'F*+^.— .^A»Fj!+v..(34) 

Ici je fais n»=m ; d'où 11= — ; et j'ai 

F(;r4™)=F*4- - AFx+!::!=^ AT;r+ ""°'-'"^"' ATj4-.. (35) 

• i.a.M* i.a.S.M* 

Dans l'équation (35) , je fais jr=o ; ce que j'exprimerai , rela* 
livemcDt aux fonctions Fx>....A''FjC| en écrivant Fjro,...A"F;ro; 
pub je change in en x , et j'ai 

F«F,.+^AF.,+-^A.r..+*-!î=2^'A'F,.+..(î6) 

i5. La série (33) est aussi donnée par le procédé du n.** i3, 
quand on fait 



4jr=J>-^ î 4'x=S-^p—m ; 4"x^*—p^2» 



mais il est bien plus diificile d'arriver Ji la forme générale et bien 
simple A''F/> qui comprend tous les coeJBciens. On conclut ||ir-le> 
champ de cette série la possibilité du développement de Fj: suivant 
les puissances entières et positives de — ^ ; bien que le procédé du 
n.* i3 ne donne rien & cet ^gard. En effet, les produits 
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iétant dëreloppés , sont tous de la forme 

de sorte qu'après ce développement , il s'agirait simplement d'ordonner 
par rapport aux puissances ( j, (— ) * ; et, sans calcul, 

on aperçoit dëjà que le coefficient de la première puissance 

serait la sërie 

AF/>— ;A'F/>+iA»F/»— ..... (37) 

n ne serait même pas difficile de les déterminer tsus d'après cène 
seule considération ; mais it sera plus court d'en faire la recherche 
par uB procédé analogue à celui qui vient d'être employé ( n.** i4)< 
D'abord je prends la somme des produits respectifs des équa- 
tions (3i) par H-i , — \, "+7» — 7»+ , ce qui donne , en 

réduisant et multipliant par «, 

.ff=Anx^)- •-A-T(x+y)+'-A'Y{x+yy- 

-ïWy-'.^'A+\^'fï- i (38) 

Ici je fais. 

AFCj:4r)-:A-F(:c+r)+;A'F(*-h')-...=dFC*4y); 

BOtatloa d'après laquelle \m aura 

Afy-{ù.'jjJr--A>fr- =ifr ! 

^\,*!tt gc'nérat' 

Az—',A*z-h'-A^z—.,,.^i£ . (39> 

jCTect U déHoîtion complète d'une nouvelle fonctbn de z, poiy- 
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ndme et même infinitinàme , 'en général , que j'appcUe la Jiffi- 
Tentielle de s. 

11 s'ensuit , sur-le-champ , que 

Adz-^A"dz+^A'dz— =d'z ; 

et , en général 

Ad-z-JA^d'i+iAM-z- =d''+'z. (4o) 

d*£ , d'z d''z , soDt les différentielles de différens ordres de z. 

Gela étant , l'équation (38) devient 

^3r=iV(,x+yy-yi/y . (4,) 

Je prends les di/Térences successives de celle-ci» et j'ai, eu égard 
à la formule (3o} , 

*A/r=A dF(*4r)— • J /r-(r+ •)a d/y ; 



Je prends la somme des produits respectifs de ces ^uations pw 
+1 »■— î» ~t"Ti — •-.. et j'ai'» en réduisant 
.{A/r-;A'/y+:AV5'-„)=AdF(»+y)-;A-dF(»-fy)+-^'dF(»+r)-- 

-.d/^-r{Ad/r- iA'd/H-;A>d//- ) , 

équation qui , d'après tes notations fi\ées (39) , (4o) , devient 

^/r=dT(x+r)-«i/r-rJ"/r . 

oubrea 

:i^/y=à^{sJry)-rA*fx ■ (42) 

Je Sm9 sur celle-ci les mêmes opérations qae sur l'équation (^i) ; 
c'est-à-dire , qae je prends la somme des produits respecfïfs de 
tti difTérunces successives par +1 > ^ti ^f» —•■•-- ** 9*" ^ne 
•donne f en réduisant, et ayant toujours égard ai» notations (39>y(4o}-jr 
Tom. r. iS 
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3.d/r=dT(x+r)-rd'/r .. (43) 

Le proct^dë dolaillé pour passer de l'ëquatîon (^i) à l'oquatton (4^) 
sert évidcniment de formulft pour passer de celle-rl à 1 équation (43) , 
puis de cette dernière k une nouvelle , et ainsi de suite ; de sorte 
que c*est par une induction rigoureuse qu'on obtient la suite ïa- 
déiinie d'équations 

a-d;5.= d*F(x+r)-rdV3' . 

3-d'/r=d'F(:r+r)_j-dy/ , 

. 4-<iy/=d*F(;r+;')-yd*// J 



En prenant la somme de leurs produits respectifs par 



y* 



M ' i.a.«»' i.a.3.«j' i.a.3.4.»»* * 

il vient, en ayant- ^gard à l'équation primilÏTe (29) / - 

d'où en transposant , 

Tx=V(s+y) - L dFC;r+rH- -^ J'FC:t+r)- 7^, d'F(»+r)+ . - «4) 

Série bien analogue avec la siirîe (32) el qui , comme celte der- 
nière , prend , 'd*aprés les mâmes procédés , plusieurs formes dif^ 
férentes , savoir : 

f,=F;,+i;=edF^+!^d.F^+;^d.F^.„. (45) ■ 

K'FiS F(i+n-)=r»+ i dFH- 7; d-FH- £jj dTï+.- • (46) 
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r(s+m)=Fx+ — dFj>t— ^/•Fi+^-^d'F*+... (47) 

(48) 

16. Je m'empresse d'appliquer ces formules a^. déTelopperaent 
de» difîereo» ordres d'une même foDcUoo^' 
Sole 

la diiTéreoce conitante de j: ëtaot « , on aura (3)- 

SI la foDctioa f est distrihuiive ^ cetle expression* se' chaneera em 

£i^x=9%p'z-z) . (49) 

Admettons. l'hypothèse, et faisons un moment 

p'z—z^fz . (5o) 

D'après leS' théorimes { n.*" 5 > 6 ) , 9* et y^ seront deS' fonctions^ 
dûtributires j et » aa lieu de (49) x noufr auronS' 

puis f. en prenant la différence- de- celle-ci ^ 

A>F*=#'^/z-</i=^(fVi-/z) - (50 

Si la> fonction' p' est commutathe avec le» facteur» conslans y elle^ 
le sera aussi , en- vertu du théorème ( n^'' 10) ,. avec la. fonctîoiit 
bindme jf, (5o} , c'est-à-dire ^ qu'on- aura- 

P'fz=fp'z . 
JldmeltOD» encore- l'h^rpothèse ; parce que^ esE distributive*,. noqs^ 
aurons ,. d'après- (5o) ,- 

ainsi',, l'ëqualiom (Si^âevient: 
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On trouTerait de même 

A'F*=»'/'2 , AiFx= f-fz j 

et , par uae iuductioD manifeste 

A'Txrzf'fz ; 
expression qui , si l'on veut faire usage de la notation proposée ( n." a ) , 
devient 

A"Far=c'(»"— •)"« • (5==) 

Or, on a (6) 

F»,=»*z=z ,'A"ri„=Cf*— 0*2 ! 
donc y par la formule ^36) , on aura 

^,«+^t^-.)z+^Cr^.)-.+ "^;^7"' (.--.l'z+..: ■ (53) 

Actuellement , d'après U définition (3g) et la formule ($2) , on 
trouve 

dFx=AFjr-iA»Fx+...=f'[(f*-i>-K*"-0*^+7(**-i)*^-"-] (54) 

Je désignerai , en général , ta fonction polynôme , qui est ici entre 
parenlbùses , par L^ *z ; L sera ainsi la notation d'une fonction 
déterminée de f*2 , dont la définition complète sera -donnée par 
l'cquation 

JLf*z=C?*— 1>— K*"— i)"^+t(**— 0*^— - (55) 

I^a fonction L s'appellera iogan'Oime et L^"z sera une fonction 
monôme composée qui s'énoncera : logarithme de 4* de a. Il est 
clair ( n.* 10 ) que la fonction Li^* est non seulement distribulive , 
mais commutative avec la fonction f et le facteur constant. U 
n'en est pas do même de la fonction simple I^, 
Ainsi I l'éijuation (54) devient 
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De celle-ci on conclut sor-le-cbamp 

d'F*=:f (L#-)'z . d'F*=*"(U-}»z,....d*F:r=9*(Lf)"z ; <56) 

par conséquent, en faisant s=o dans Fs , dFjr , d^Fjr, on a» 

d'après la formule (48) , cet autre dëveloppement de fz : 

»"z=z+ iL»-x+ j£; (Lf )"z+;^ (Lf)'z+... (.S^) 

Tirons quelques conséquences- importantes. Dans (57) raccroisse-^. 
ment « étant arbitraire , je le îais égala l'unité^ et j'ai 



Je compare cette expression , terme À terme , arec celle de l'équa- 
tion (57) ; et , parce que x est absolument indéterminé , j'obtien* 
la . relation 

.L^i=Lf*z , (59) 

Soit y une fonction dislribotire et commntative arec ^ et lef 
facteurs consUns ; prenons de part et d'autre de l'équation (58) la 
fonction y^ , nous aurons, eu égard à la Hormole (i8> o." 9)» 

Développons chaque terme du second membre de celle-ci , par la 
même formule (58) , et nous aurons visiblement 

+xL»24-2Îl(L/XL»)H-.... \ .-. . 
(60) 

~(Lr/z+. 
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d'ailleurs , toujours, d'après ( 58 ) « on a cette autre expression 

donc , ;eD comparant terme à tièrme avec (Go) , nous aaroDs , It 
cause da rindélcrminée x, la relutioa 

Supposons 

'L9z=^z : 

..prenoDS , de part et d'autre » la fonction Inverse L"* , et nous 

Aurons (t) 

^z=h'Hz î 9'z={L."4'yz •„ 
.et par consiéquent , d'après la formu'e. (5S) . 

(L-'+/-2=z+~ '^*+7^*'^+^*'-2+ (62) 

Soient encore y et ♦ d-ux. fonctions, distributives et commutatiTM 
tant entre elles, q^ii'avec les facteurs consians ; u et jr étant des. 
exposans. arbitraires, on a. suc-le-champ (1), 

frz=h-'L/''<f'zi C631 

aiai^ (fii)t, (^9) on a. aussi 

donc (63) on aura, en empl'oyant la notation (n." 2 )f 
/"♦'z=L"'(aL/+*L#> ;. (64)^ 

et^ d'après. (62) 

/■4'z=z+(BL/+jrLf>+^(Bl/+3rL^;*i 

(65). 

Faisons: q^oelq^ues hypothèses. particulières ^ sur la. forme de lai 
fiuctûuB ty«t. d'abord, soie 
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en supposaDi *=:=! t on aura sur-le-champ , d'apris (53) , (58) , (55) 

(.+/;-x+ ifi+ ^ î=l/•z-^ i ^ . ^/'.+ j 

(,+/)-z=z+f L(i+/)z+^ [L(.+/)]-«+ (66) 

Soit , 

Je prends, de part el d'aulr», la fonction inTerse /-',«' )'>' 

f-fz=z+f-(z, 
laqaelle , en faisant , 

/-'♦z=+« , f-'U=^z , 

devient 

^z=Z+Fz ; 

•t d'après la fonnule (66) , j'obtiendrai 

+'z=z+fFz-l--.— F-Z+-— .— F'z+._ 

i,'z=t+ ^ LCi+F)x+î^ [L(i+F)]-z+...... 

L(i+F),=Fi-i F-t+ l-F'î- i-F.,+-...- 

Dans cèUes-ci , je mets pour ^ç et Fj leur» expresnons d'hypothèse, 
puis je prends, dans la première et la seconde, de part et d'autre, 
la fonctioD _/ et j'aî 
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♦'=(/+0'î=/-î+ f L(.+r ■)/'î+^ [L('+f/-)l"A+- (67) 
i.(.+f/-')î=f/--î-7f/-î+yfy->5...... 

On fera fî-f"'/-x=Fî , et on aura (67) les dëreloppemens relatifs h 
♦'ï=(/+F)'î . 

Dans ceux-ci j au lieu des diiîérens ordres F'^ , F'j, on mettra 

leurs dtiveloppfiiueiis. donnes par les mêmes équations (67), d'après 

F'î=(f++n ■ 
On Toit f sans qu'il soit besoin d'Insister , comment on arrlvecalt 
aux deux déreloppcmens de l'ordre s de la fonction polynôme 
quelconque , aux fonctions distributlves et commutatlves ; c'est-i- 
dîre , qa'on sait développer la fonctioD 

♦'î=(/+f+F+++ rs ■ ces) 

17. Je Tais appliquer ces généralilës aux fonctions données parla 
considération, des dtiférences des quantités Tariables , fonctions que 
j'appellerai fonctions différentielles. 

En considérant :[ comme fonction des deux seules variables x ,y 
( ce que nous dirons pourra s'appliquer sans peine aux fonction» 
d'un plus grand nombre ) , ses fonctions difFérentlelles , totales et 
partielles , sont ( n." 1 ) '. _ 

Eî.-î, jî; Aï, -t, -çi d^, -o -l- 

pQ TOit que « d'après la notation proposée ( n." 1 ) , pour les fonc- 
tions 
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lions partielles, en général, nous exprimons les âifTéreotlelles par* 



(69) 



tielles par — r , — r , 

* X ^ j ^ 

Les définitions drs fondions difTérentielles totales f3) . (4) • ^39), 

exprimées d'après la notation proposée ( o.** 2 J pour les fonctions 

polynômes, seront 

E-î=(i+A)-î, A''î=(E-i;-t: ] 

d-t=fA-;A'+iA*-...yî=[E-i>7(E-»y+ -.]"?! 

Elles serviront de formules povr exprimer Ws fonctions difTërenlielles 

E A â 
partielles , en y changeant simplement E^A.den— , —, —, 

E - A d 

ou en — , — , — respectiTemeirt. 

r y . y 

Ajoutons la formule qui établît la communication entre les fonc^ 
lions totales et les fonctions partielles : c'est 

^ E E , , 

Eî=- -î ' (70) 

Elle est évidemment vraie; car , pour ayoïr f(*+« , y-f-i^)— ^f» 
il suffit de changer d'abord y en y-'hft , c'est-à-dire , de prendre 

d'abord — ^; ensuite, dans le résuftat , de changer x en x-\-*^ 

E E ■ 

c'est-à-dire , de prendre l'état varié — , selon jt , de — r, 

^ X y ^ 

Cela posé , il est faiife de voir d'abord que toutes tes fonction» 

E E 
diiTorentielles sont distributives. En effet , les états variés E , *- , — 

* y 
le sont évidemment, ainsi que les facteurs constaos. Or , d'après 
leurs définitions (69) ^ 1^^ dlITérenees et diniéreoticlles totales ou 
partielles sont des fonctions polynômes dont les composantes sont 
des ordres d'états variés et des facteurs constans ; donc , en Tcxlu 
du théorème ( b-* 6 ) , elles sont eUes-mémes Jîstr0uiiyej. 
Xom. Y. i& 
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Eb second lieu , tous les ëlats variés sont commutatijs avec le 
facteur constant; il est même très- remarquable que tout état varié 
est comrautalif avec toute fonction d'ordre constant ; c'est-à-dire , 
qu'oD a 

U est fort indifférent, en effet, de changer d'abord x en jt+m» 
par exemple , dans la fonction \ , puis de prendre la fonction f , 
ou bien de prendre d'abord la fonction f de ^, pour y changer 
ensuite x en x-^m. H suit de W que les états variés sont commu- 
talifs , tant entre eux qu'avec toutes les différences et différentielles. 

En troisième lieu, les différences et différentielles, étant commu- 
tatives avec les élats variés , et étant des fonctions polynômes com- 
posées d'états variés qui sont commuladfs avec les facteurs constans, 
feront, en vertu du théorème ( n.** lo ), commutatives ivec les . 
facteurs constans. 

En quatrième lieu , d'après la définition de la différence partielle 

— ç, celle-ci sera commutatîve avec — ^ et — ^(0." lo), puisque 

ees dernières^ sont commutatives avec —~x et 1^ facteurs constans. 

£d cinquième lieu, d'après la définition de la différentielle pac* 
d " d , 

ticlle - ^ , celle-ci sera commotatlve avec — ^ ( n.** 10 ) , puisque 

_ cette dernière l'est avec les dîfférens ordres de — r et avec les fac- 

X *■ 

leurs constans. 

De toutes ces observations réunies , SI résulte que toutes les fonctions 
différienticUes et leurs diffërens ordres , positifs oa négatifs , sont 
des fonctions commutatives , tant entre elles au'wrec les facteur* 
constans. On pourra y ajouter les fonctions îniégralei 

s. 1, L ,f,l , L, 
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ainsi que leuj-s diflTéreDS ordres ; puisque ces fonctions ne sont que 
des différences -et difFérentietles d'ordre* négatifs .(n." i ). 

Ainsr, loiiles les formules données dans l'article précédent sont 
immédiatement applicables à toutes ees fonctions. On ea recueille 
sur-le-champ plusieurs expressions abrégées d»at voici les plus re- 
marquables. 

Dans la formule (46) . je mets ^ au lieu de Fx ; je compare 
«vec l'èqualioD (62), et j'ai 

E"j=(L-d/{i (7.) 

tt par conséquent aussi 

D'après les expressions précédentes et la défimtion A"f=(E— 1)"^ 
(69) , on a sur-le-champ 

A"î=(L-d— /5i _j=(^L-_^,)îi 

il.= (L..i-.)V (,S) 

En comparant les dëfinilion» (69) de la dîffëreatiellé avec la for- 
mule (55) on obtient 

d"l=[L(H-A)r{=(LE)»t; i.5=[L(n-4 )]"t=(L I )"î! 

7-[<-7)]-(S-)V ('^> 

Si, dans la formule A''ç=î(E— i}"^ , on met, au lieu de Eç, 
Pespression équivalente —— ^ , qui elle-même (69) est équivalente i 
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--[(■t.-)0+7)-M70+TH"^ 

=[K-7)-T- C.S) 

Si, dans d''z=(JJEj\ , (74) > on met , au lieu de £^, l'exprès- 
ùoa (70) , on aura 

or, d'après la formule (61) et les expressions (72)1 on a 

X y^ s^ y^ x^ j^ \x yj^ 

donc , au lieu de (76) , on aura 

E 
SI , dans l'^uation (€4) > on change u,y,jr, feu m,— ; 

E 
R, — , respectivement, on aura 
y. 

E"* E" / E E "\ ' 

équation qui , d'aprës (6a) , deviendra 

z=f(*-+-m* , y-+-n(i) = L"' [ m V^i— )«• (78) 

On m// ( n."* II, 18 ) développer toutes ces expressions abrégées. 

C'est ici le lieu de faire observer qu'on peut former , en coni- 
binant les fonctions difTërenlielles entre elles et avec les facteur* 
constans, une infinité de fonctions difTérenlielles nouvelles qui toutes, 
d'apr&s nos théorèmes généraux ( n,**' 5. ... 10 ) seraient distrihutlvej) 
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et commutatîves y tant enlre elles qu'avec les facteurs ronstans. 
Ainsi , en affectant des notations particulières à des fonctions po~ 
lynômes , telles , par exemple , que 

az+mz , cz+JEz+rE'z , dz-t-ffd'z+id'zH-...,.^-, 

on formerait de nouveaux algorithmes qui auraient toutes leurs lois 
théoriques et pratiques dans les formules ( n." 16). Le Calculées 
variations , en particulier , est le riisullat d'une considération dé- 
cette espèce. 

Les fapteurs, étant des fonctions émipemment distributives et com- 
mutatives entre elles, sont visiblement compris comme cas parti- 
culiers dans nos formules. Alors l'expression h^'z est le logarilhme 
naturel du fadeur f" qui multiplie z ; l'autre expression L"''f'Z 
est la même chose que l'expression vulgaire &z > ( n." 1 ). Il n'est 
pas même nécessaire d'aller chercher aïlletirs une théorie des loga- 
rithmes ; elle est toute entière dans la définition (55) et tes for- 
mules (5()) , (Gi) , (62). Far la mâme raison , 1rs moyens de déve-: 
loppement fournis par les élémcns , pour élever un polynôme quel- 
conque à une puissance quelconque , sont tous des cas particuliers 
de ceux qui conduisent au développement de la formule (68). 

18. Nous avons, dans ce qui précède, esquissé l'ensemble des 
lois qui rapprochent et mettent en communication. toutes les fonctions 
différentielles , c'est-à>dire , la théorie la plus générale du calcul 
différentiel. La pratique de ce calcul , laquelle n'est autre chose 
que l'exécution des opérations indiquées dans les défînîtioDS , ne 
formerait pas une branche séparée , si on n'avait pas remarqué que , 
pour certaines classes de fonctions variables, les fonctions différentielles 
réduites se présentent sous des formes beaucoup plus simples qu'on 
n'aurait pu le préjuger. D'ailleurs les fonctions, variables en général, 
eu égard à l'état actuel de l'analise , se composent d'un assez 
petit nombre d'autres fonctions qu'on appelle élémentaires , et dont 
il sudii de connaitre les fonctions différentielles pour être en état> 
d'après les règles du calcul ordinaire , de trouver celles des pre- 
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tolères. 11 serait déplacé d'enlret id dans aucun détail concernani 
les états variés et les différences des fondions élémentaires ; je m© 
borne à la recherche de leurs différentielles. 

Les fonctions élémeitiaires simples d'une seule Tariable x sont 
]es fonctions nionâmes 

af t «" » Lar , Sînj: , Cos,ar , 
dans lesquelles on attribue à x une dlfîerence constante. Les fonctions 
élémentaires composées sont 

px.-^x , (jpx)'^ , a** , "Lpx , Sinjpx , Cos.^x . 

Il y a, pour faire dépendre les diHérenlielles de celles-ci , et , 
en général y des fonctions composées , de celles des fonctions simples , 
un théorème important qu'il faut préltminaîrement établir. 

Soient Y^:fx , et Fy^^F^x ; f , F sont des fonctions quelconquesv 
£n supposant que la diiïe'rence de y est la constante fi , on a, 
par la formule (4?) 

■F(Y+m)=Fy+ ^ dFy + -^d'FH— ^d'Fy+-.. 

Ici m est arbitraire ; partant , je puis faire 

n* ni 

m=rtd^4-— d'?*+-^d'»dr+.«. (79) 

•t j'aurai 



F(y+/B)=FH — àFY.â^x-^ dFv.dVaH-...., 

fi i.i.fi 



+:2^.^-FÂ^fy+- 



(805 



tsài , d'après la formule (^6) y eu égard ï l'hypothèse (79) , on. a 
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7e développe le second membre de celle-ci, par la mène for- 
nule (46) , et j'aï pour F(j'+«b) cette autre expressioQ 



F(y+m)=F9x-\ — dF«H d'F*ar+. 



laquelle > comparée avec la première (80), donne sur-le-champ, 
à cause de l'indéterminée n , 

dF**=^.dfx . (81) 

Si on avait jr=^/ , en donnant i :i: la différence constante « , il 
«st clair qu'on aurait, par la formule (81) 

il « 

«t ainsi de suite. 

Cela posé , d'après la formule (56) , en y supposant que la 
fonction ^ devienne le facteur a , et que z soit égal & l'unité , 
nous avona 

d««=o»L«- ; (83) 

» étant la Tarialion constante de 4*. Dans cette hypotliise , on a 
«=Adr, o—ù.*x—ù?x=i ; par conséquent , d'après la défi- 
nition (89) 

djr=Ajr=:a , 
D'ailleurs, d'après ($9) on a 

Lfl-=«La i 
donc j: au lieu de (8a). on aura 

da'=fl'dr.Lo. 03). 

Supposons ensvite 
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K»us »arons, à'aprè» le théorème (8i) 

fi 
Mais, d'après (83), puisque dj=is par hypothèse , on a 

donc , on aura 

da^=a^'.d^x.ha ; (84) 

.c'est-à-dire , la formule pour différencier les exponentiels. 

Si on fait atrentîon que Lfl*^=*W^ . et par conséquent quft 
d^.La = dLû^, la formule (84) deviendra 

da*'=fl'*.dLfl*' ; 

dans laquelle , sî on fait Fx=a*' . ce qui est permis , on aura 

dF*=F*.dLF*'ï (85) 

c'est l'expression de ce théorème : la diiïSrenlielle d'une fotwtioo 
Taiiable est toujours égale à cette fonction multipliée par la di£C^ 
lentielle de son logarithme. 
' On en conclut suMe-champ 

" dLF^= ^'/ 0Ç) 

c'est ta formule pour différencier les logarithmes natureTs. 
en faisant attention que L(F;r)'"^/nLFx } d'après les formules (85) ^ 
(86) , on aura 
d(F«y"=tF*)"".dL(Fj)"'=»ï(Fj;!r.dLFr=m(Fx)'"-'.dF:F: (87) 

c'est la formule d'e différentialion dés puissances^ 
Puisque L(^.Frf) = Lfcr-t-LFj, ou aura (85> 

(dfr.F*) 
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d(»i . Fj-) =tx.Ff. iUfix . Fx)=fx . Fxi^ilAx+ihl'x) ; 

donc , d'après (86) 

ifts.FxjzzTx.Mx-i-tx.iTs : (88) 

c'est la formule de dilTërentiation des prodoits. 
Soll 

f;.= '^°'-"+y^'^'"-" . (89) 

Cos.»- ^ ^' 

« est une constante , x est variable , et sa difTi^rence constante est I. 
On a 

ATi**— Co».«(a+l)+V— iSin.«(Jc4-0 Co8.«a>f-\/^Sin.«j; 

Co».*+ ' • Cos.'» * 

puis , en d^Teloppant , par les formules trigonomëtri^ues connues» 
les cosinus et sinus de mx-i-» , et en réduisant 

AFjr=Fi.l/^-Tang.. ; 
par conséquent , en général 

A"F3r=Fj:(v/~.Tang..)'° ; 
donc , d'après la définition (89) , on aura 

dF*=F;t.[(/=T.Tang,.)-Kv/=;-Tang..)'+....J 
et ,■ en comparant avec la formule (55) , 

dF*=Fi.L(i+v'=;Tang..) . (90) 

D'ailleurs (88) 

dFj:=(^)'. d(Cos.«t+/=T . Sin.«r) 

+(Cos.«:+v/Xn'.S!n.«r).d(j^y. (91) 

Mais , d'une part > en di£C£rencîant la formule connue 

Tom. r. "7 
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Cos.'(a:+Sin.*«ar=i , 

d'après (87) , on trouve 

dCos.<r=; — •^^— .dSin.«* ; (02) 

et par conséquent 

d'Co5.«u>f i/^.Sîn.itrj=d.Sin.#j'. _X^(Co3.*T-|-v^trî.SiD.«jr): fqS) 
^ Lus.»* * /' \3 ^ 

D'autre part , en se rappelant que dx= i , on a , par la formule (83) 

VCos.*/ \Cot,m/ ' ' 

donc , «n substituant cette expression et celle (93) dans (91)' ^' 
eomparant avec (cfô) , on aura 

d .Sin.«.r .^:^— LCos.-=L(i+v'=r.Tang.-) ; 

et de là en faisant 

^/~=L(Cos.«+\/:rr.Tang.«) , 
on tire 

dSm.<«F=/iCos.»ar ; ^ (g^) 

puis , en mettant cette fjcpression dans (gs) , 

dCos.(ar=— ^Sin.-j: . (gS) 

Si on changeait ici wr en x , on aurait ces formules 

dSin.3'^ — Cos.j: f dCos,*=— — Sio.x • 

Ici la différence- de je est-i- ; sî j: était fonétion'd'dne aatre variable , oh 
aurait, en vertu du théorème (81) 

dSin.jr= — dj:Cos.jr'. dCos.4:=-^ — djSîn.;r . (g6) 

Dans ces formules, la Quantité « est un-afc'arbitfaii'e. 
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Là constante A , quoique impliquée d'imaginaires , est facilement 
ramcnëe \ une forme toute réellct £d effet , \ cause do la for- 
mule connue 



Cos,'«= 






-^/-=;LtCo,.■..(■+^/r7.Tang..).>;L(•;±^I||î), 

et, en développant la dernière expression d'après une formule loga- 
rithmique connue , pu» en divisant par ^-^^ , 

-rf=Tang.— ^Tang.*H-7Tang.*— .«. (97) 

Ainsi, quand on ne saurait pas d'ailleurs que cette expression 
de A est égale \ •* , on aurait toujours le moyen , d'après le*, 
équations (96) , et (97) , de dîff'cTencier les fonctions Irigonomé- 
triques. Au surplus , par les seuls élémens , on démontre que 

— = I ( Toyez , Théorie des Jonctions anoUtiquts , n." 38 de 

la I.'* édition, et n.* sB de la seconde). 

19. Nous avons vu naître le calcul différentiel du simple déi^e^ 
loppement des fonctions d'une variable suivapi les pioissances de 
celte variable : ce calcul va nous sêfvir maintenant à nous élever 
\ quelque chose de plus général. 

Supposons qu'on donne , entre les variables x , y , l'éqif^tion 
y^o et l'équation z=^a. On peut du moins imaginer qu'on ait 
tiré de la première celle-ci y=i^x , et qu'entre celle dernière et 
là seconde > on ait éliminé ar , poar avoir z^sjy; de manière ^u* 
l'hypothèse revient à donner les trois équations 

y=<^ , z^F:e , z=/x . (98) 

Alon t d'aprè» U fonnule . (4S) , on aura 
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F,=/^=/;,+ !Çî^^f+i^^+.... (99) 

Dans celle-ci , p est une arbitraire qui a pour différence constante 
p. Je différencie l'cquation (99), par rapport à x seul, et j'ai 

dF.=d^4'+'^'<.r.^"+:... (,00) 

pnis je suppose qu'en faisant y=p dans F'^o , on trouve entre 
autres J^=', et réciproquement; on aura (98) 

P—^i , d/)=dt» , fp=sfyt=F* . 

Sosuite, je fais y~p dans (100), et cette équation devient 

dF»=:d*'.^ ; (lOi) 

AJp dF* 
jl ~* df * * ^ 

L'Àjuation (roi) est la même que (8t) > trouvée d'une autre 
manière. Je divise TéquaUon (100) par ày , je différencie par rapport * 
1 jr « et j'ai 

dans celle-ci , je fais Y=p , et j'ai 

J'opère sur l'équation (102) comme j'ai fait sar (99) et (100); 
c'est-à-dire ,' je divise par dy j je différencie > je fais y^p » et j'ai' 

L'induction est manifeste , et Ton voit que j'aurai , en g^éra] , 
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Il y a , dans cette expression , un nombre n—i de dUT^renlielIes 
subordonnées. Elle est fort simple ; mais on en découvre une autre 
qui se prête mieux aux diiveloppemens que ta pratique exige , en 
employant un procédé qui n'est pas dépourvu d'élégance. 
Je fais , pour abréger , 

i^=s -...îÈ.=if. 



~=A 



Je multiplie successivement l'équatîon (99) par —, I — J !■••; 
)e fais d'ailleurs attention qu'en général 

relation qui se vérifie aisément^ d'après la formule (87); et j'ai 

(^')^'= ^'■'-''>-~ +B(x->).ir +^(*-0<ir+.. 

Q=iJies=-A(x-0.i{:,-,)-+B(x-t).± + ^ (s^.yiï+... 
(^')'dFx=_d(;,_,).dCy-,)-..5(^_,Xy-;.)-+£(x-.)>i+... 



(.04) 



Or , d'après la formule {iS) , on a 



(,o5) 



puis y en diiTérenciant par rapport i s 

dy=d^#+(;r— #)d"4* -I- ... -.« (106) 

Il suit d'abord dfi (io6) que (/—/>)"" «t à(y~p)~'^ seront re»- 
pcctivement des formel 



DigilizedbyLjOOQlC 



i3o ESSAI SUR LES PRINCIPES 

diy~-p)"'=A'ix~») -"- '+B'(*— *)-"+-"H-G'f*— ')- t+o+K'+L'Car— 1)+ (107) 

de cette dernière on conclut que, m étant un nombre entier, plus 
grand que o , il manque , dans le dëveloppement de â(y — p)~'^ 
suivant les puissances ascendantes de (;r — I) , le terme multiplié par 
(f— f)~' ; puis ultérieurement quc,n étant aussi un nombre plus 
grand que o , il manquera , dans le développement de (x — ï)"'*'*. . 
d(y— ^)~'" , le terme multiplié par (x — * ". D'ailleurs , il est évi- 
dent (107) que . tant que n sera égal ^ m ou plus grand , ce dé- 
veloppement ne renfermera point des puissances négative» de(* — »)• 
Mais , d'après la formule (87) , ^ étant positif , d"(jr— f)' est nul , 
quand n>f; et d''(j:— #)' est delà forme ^[x— *)'" , r ^tanl plus 
grand que zéro , quand RK,tJ. Donc , en prenant la diilérence d" 
de l'expression (j—»)"+'d(y— />)""* , tous les termes où {x—f) a 
un exposant moindre que n seront détruits , tous les autres pren-- 
dront la forme ^(;r— <'', puisque , le terme en 'j^—*)" manquant, 
dans (ous les autres , l'exposant de (x — l) est plus grand que n ; 
par conséquent , lorsqu'on fera x=l , on aura toujours 

d'"[C*_#/='-i.d(y_;>)-'«]==o. (108) 

11 suit , en second Heu , de l'équation (106) , que l'expression 
(*—*)"'*'' • — ®8* toujours de la forme 

mais (87) d"(x— ()''=i.2.3.....b; donc , quand on feraj;=«,on 
,aura toujours 

i-K'-i.-*'- ■^]=i.2.î n. (.09) 

Je faU ^ présent l'applicalioD de ces deux observations ûnpv-; 
.tantes i la suite d'équations (104). 



., Google 



DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. i3i 

Je fais jr=f dans la première ; le premier terme , à cause dt 
(109) , devient A et les suivans s'anéantissent ; donc 

^=fn'dF;rL 

ly—p (" 

J'îndiqnerai par le , place en Aanc d'une expression , qu'il faut 
I faire , dans son développement^ x — »=o. 

Je din'c'rencie une fois la seconde équation (io4), puis je fais 
j:=# j le premier terme — ^d[x— *)'d(j'— ^)-' ] est nul (108) î 

le second 5d| (j:— #)» _^ (devient 5 (109) ; tous les «uirans s'é- 

Tanouissent ; donc 



my 



Je différencie deux fois de suite la troisième équation (io4) , 
puis je fais x^t ; les deux premiers termes du second membre, 
étant dans le cas de (to8) , sont nuls ; le troisième se réduite G 
d'après (109)} les suîvans sont Tisiblemeat auls; donc 

Il n'est pas uëcessaire d'aller plus loin pour conclure en . tout* 
rigueur qu'en général 

ainsi l'équation (99) devient 



'\: 



H'^'j-if^yjF'! +•■■•■ ■ (-0 



•u bien , si l'on veut mettre , pour y et p , les expressions cor- 
resp-.ndanles ^x et ^ ( , 
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„ ^ , , ((a: — l)il¥x) . (fx — »«». Ux — l)'iFx'i 
Fi= fi+(n—fi) \ . — ; f + ^^' d ! i— ! 1 



2.3. ( C»*-»')' 



+ ••■• (■■=) 



C'est la formule du professeur Burmaa ( voyez Mémoires de 
ÎInstiiut , I.'* classe , tome II , p^gs i6 ) ; dans le second des 
deux mémoires dont ceci est l'extrait, je l'avais déduite de la 
célèbre formule de Lagraiige pour le retour des suites. 

Dans l'expression (no) du terme général des cocHlciens de U 
formule (m) , on pourra mettre , avant les diffère ntiations , au 
lieu de y — p , son expression an. x , si la forme de IVqualïon 
V'=Q le permet; sinon, après les dilTérentiatlons, il faudra subs- 
tituer pour , Ay ^ d^j •••• ce que deviennent ces fondions ^ 

qnand x — i et y — p s'anéantissent \. la fois ; ce qui sera possible y 
en général , d'après l'équation K=o. 

SI l'équation donnée entre x et f est simplement y=fx , ou 
aura d'après (io5) 



en supposant toutefois que l'équation ?jr=:o iie donne pour x 
qu'une seule valeur e'gale à #. C'est ce qu'il faudra substituer au 
lieu de -: — après les développemens. 

Si l'équation donnée entre x ei y est par exemple 

qui dmine en effet «=' quand y=zp et réciproquement ; Téq»»^ 
tioD (m) devient 

r*=FH-Cy-;.)^'.dF#4-'-=î^d[('^')».dF*J 



^^nW'^'1+--' ("3) 



CeUe-< 
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Cdle-ei , quand on fait^^o, est la formule de Lagrange <]ue BoU* 
Tenons de rappeler. 

Soit , entre les rariables f et y , la relation 

qui donne jf=# quand y^=h , et r<îoîproquemenl. 

Dans la fonction donnée F{x , y) et dans (ii4)> je regarde x 
•cul comme variable et j'ai, d'après la formule (ii3)* 

vi" . r;=F(' .r)+fr-^) 7 n>,.ï) ■ H> , r)+-- 

T{l , y) et les coefiiciens de (r— >^) ^"t ^ fonctions de y que 
î« développe suivant les puissances de (f — a) , par le moyen de 
la formule (45) et j'aî , en faisant d'ailleurs pour abréger u^'(t, a), 

vl 7 FC.r). [+('.r)]-|= V( 7 -')*<r-'') -, v(7"-'')+"- 

Je substitue ces résultats dans (iiS), j'ordonne suivant les puis^ 
sauces de (j' — x) , et j'ai 

F(x,y)=„+A(r->.)+B^^+.„.+N^^+,..; (116) 

équation dans laquelle le terme géoe'ral des coefficiens est 
Tome r. »» 
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. Telle est(ii6) uno formule Irès-ctenduc , dool j'ai fait, daas 
mes deux mémoires , de nombreuses applications. J'y étals parvenu 
immédiatement, et par une mt^thode bien difTc-retite : celle de l'é- 
limination des fonctions arbitraires, par les dlMérentialioDS partiel- 
les; mcthode qui , maniée par les La pi ace , les Lagrange, etc.* 
a fourni les plus hrillans résultats ; et qui , dans la matière dont nous 
nous occnpoiis , permet d'aborder avec succès ce problème très-gé- 
néral': Un<> équation étant donnée entre plusieurs variables , développer 
une fonction proposée d'une ou de plusieurs de ces variables en série 
ordonnée suTvanl les puissances de l'une d'entr'elles , ou suivant les 
puissances et produits de plusieurs d'entr'elles. Je ne puis donntr 
ici qu'une' idée de la -manière de procéder , en en faisant l'applica- 
tion à un cas peu compliqué. 
- Soit donnée l'équation. 

//=«*>+/)+»'+>+/). . (ii8) 

11 s'agit de développer ¥Qc-\-t) suivant les puissances et produits 
de u , If'? 

Lf résolution de l'cquation (ii8) donnerait pour / une expres- 
sion de la forme /=:f(u, Vy x): u , (>, x n'ayant dailleurs entr'ellec 
aucune équation de condition ; ainsi , on peut considérer i comme 
fonction des trois' variables îndépcildanles u, c* x, dont les diffé- 
rences sopt constantes et égales à rtuiité. Cela e'tant ^ on sait, et 
il serait d'ailleurs facile de le conclure de la formule ( 76, n.** 17 ), 
qu'on a , en désignant, pour plus de simplicité, s-^t par p , 



d' »f d cl „ . 

+.-I>.-|-:!— J--F/V+...... 

' ' " + 



(■■9) 
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Le zéro , en flanc de F/» , — F^ , ~ F/* > » signifie qu'il faut 

faire épalcs à ztto les variables u , t> , après les développemens. 

Je dilToroncîe successivement Tp par rapport à u , ^ , « , et j'ai, 
en faisant attention au the'orème (8i) ', 

~Fp=àiy.~/; -Fp=iàFp.~I; ^Fp=û¥p(i^-~t\ 

u u w V X \JP/- 

J'climine entre celles-ci AFp , et j'ai 



iFp^Up.-^; LTp:^±fp,.JL^, 



(120> 



Je difTërencie saccessivenicnt l'ëquatlon (118) snÎTaat », r,x et 
ï'écria les résultats comme il suit 

—i{àfl—ui.9p — fi-^'pysstpp f {ï2i) 

— i(d/i—uti^p — i>à-^p')=.'^p f ■ (122) 

(1+— A(H//— Bd^yj— cd+;>) = d/î . (ra3) 

J'ëtimine entre ees trois- dernières le- facteur poiynôme commun S 
leurs premiers membres , et j'ai 

Je mets ces exprcsuons (124) dans les équations (i3o),-cl j'ai 



4p,= iF^ ^ 



d/. • 






("5) 



jCoame.Jd. fonctîûD.F est arbitraire» cellevcî. d^onent 
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Quand on fait, dans (ii8), u=:c=:o , îl.vîent fi=Q. Supposons 
que celte équalloo donne /=* ; on aura F^o=F(j:+*) j et , d'aprèe 
les équations (t25) , 

Voilà dé\ï les trois premiers termes du développement (119) entière- 
ment déterminas. Four passer outre , on diifërencie les équations (isS)-^ 
la première suivant u et c , la seconde suivant f ; et on a, pour 

d« d d d» 

— Fp y — ~Yp y — F/» , des expressions qui contiennent li- 
néairement les différentielles, selon Vy f y X y âe Vp , fp, ^p et t. 
On élimine les différentielles suivant u et c , par le moyen des 
équations (124), (i^S), (126); et, réductions faites, U vient 



>= 



iiF,= 



ii4 F;,.(,;,)-] i.F;,.(^)..d-/, .(,+4/) 



C"7) 



Dans celles-ci , on satisfait & l'hypothisc ifscso, qui àoane t»* t 
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/»=*+', et, d'après (i23) — i=o ; cl on a les trois coefficiene 

différenUeU — Fp, , Fn, , - Fp„. 

u '^ u y "^ ' If '^ 

On continue de la même manière ; c'esl-^-dlre , on diJTc'rencîe les 

équations (la?) , suivant a et p , pour avoir — F/?, — — F/» , 

d d» d^ 
Fpt — F^. Dans les résultais, les différentielles selon « et c 

de Fp , fp, ^p sont éliminées par les équations (i^S) , (06) ; 
d d 

— / , —t le sont d'après (is^) > ^^ élimine les deux autres - 

dddd .. , dddd 

— r-/ , — —t ,qm sont la même chose que — — / , / , res- 

peclivement , après avoir dîH'érencié- suivant x les équations (i24)< 

d d> 
Ensuite on satisfait k l'hypothèse u=^=Oy qui donne 0= — /= — t ; 

«t , ce qu^il faut bien remarquer , en général •— l^sso ; comme il 
^t aisé de le conclure de l'équailoa (i^S) ; et on a les quatre coeiKcIent 

, — F/>„ , Tp, , Fp, , ^ F/>. : 



La route \ suivre pour continuer indéfiniment est sulEsamment 
««connue; et il est visible que tout se réduit à des diff<érentîatIons , 
«uivant 11 et ^ , des derniers résultats obtenus , et ik l'âiminatioa 
des différentielles, suivant u et »• , de F/ï, f/> , ^ , d'après (ta5), 

d" d d" d 

tt des différentielles de la forme — — / , — — / , d'après les 

équations (i34) différenciées , suivant x , autant de fois qu'il est 
nécessaire. 

Supposons actuellement, es particulier //=/ , et partant d/^ss i ï 
tji Saisant cette hypothèse dans (laS) et (126) , on aura d'abor^ 
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«t comme , d'après (laS), (126), 

d d d» d d 



=m{9p)"*~' .— ^p=m(fp)"'. - çp ; 



il viendra , en r(iduîjant , 
d ( d 



On trouvera, de la même maolëre 

f |-iF^.(»/.r.(+rt"|= j[-^,F/'.w"(+/')'+' j. (.29) 

Cela ëlanl , en difierenciant successirement , par rapport i s , b 
première (laS) , on aura , eu égard i (13S) , 

et, en géoéral 

*■ _, dm- » C d > 

T'>= — h^^'-W'). (i3o) 
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On différeoclera ensuite l'équation (i3o) successivement par rapporC 
i c; et, en faisant attention à (12g), on trouvera 

d an d» d - d*" • d ( d ) d" ( d ) 

•t , en gênerai 

Am d" dn+R-i (A \ 

--f>=— ;— j-F;'-(v)"-Wi- (■3.) 

C'est le terme gënëral ies coeiEciens dti dëvcloppement cherchij, 
oii il n'y a plus qu'i satisfaire i la condition u=»>=o , qui (118) 
donne /^=o. Alors , dans notre terme général (i3i) , p $e change 
en jr ; lei diffireuticlles partïellef suivant s , deviennent totales ; 
il est alora 

^fFy,.=d"*'-!'JF'-(»»r.C**)»j: (.3:.) 
•t on a enlîn (tig) 

+cdFjr.+j+3— d!dFx.f*.+»iH . 

' (i33) 

£dîdF*.(+»)'H...... 

':¥--■ 

Je m'abstiendrai de faire des applications des formules de d^re-j 
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loppement qu'on vient de lire , pour ne pas «xc<^der tes limites 
que je me suis prescrites. En effet , mon projet a été uniquement 
d'ofTiir un aperçu un peu détaille de la manière dont j'ai traité 
les principes du calcul différentiel , dans la i." partie du trarail 
que j'ai eu l'honneur de présenter k la i/* classe de Tinslitut ; 
les applications des formules de développement des fonctions en 
séries âoni l'objet d'une seconde partie. J'y suis parvenu à déduire 
de ces formules , sans avoir besoin de recourir h aucune notation 
ncuvelle , les formules principales fondées jusqu'ici sur Vanalist 
combinatoire ou sur le calcul des dérivations. MM. les Commissaires 
de la classe ont bien voulu dire , i cet égard, dans leur rapport: 
» Eo rappelant ainsi au calcul différentiel des méthodes variées, et 
M dont quelques-unes ne paraissent pas très -convenables à l'état 
•» actuel de l'anallse , (l'auteur) a fait une chose très-utile pour 
D la science. Il faut bien que tous les faits nouveaux , dès qu'ils com- 
» posent un ensemble , quoiqu'ils ne semblent point avoir en eux- 

* mêmes une très-grande importance , soient ramenés aux théories 

• qui forment le corps de la science , et dont il çst le plus ï 
V propos d'encourager la culture. » 

11 serait encore plus étranger à mon dessein d'entrer dans ancuD ' 
détail concernant la 3.™' partie , dans laquelle je m'occupe de la 
recherche des moyens pratiques les plus simples de développer 
ultérieurement, et jusqu'à ce qu'on ait mis en évidence les diffé- 
rences constantes , les différentielles des fonctions composées , dont 
l'ensemble est donné immédiatement par un premier développement, 
c'est-à-dire , par les formules de la seconde partie. 

Mais il pourra n'£tre pas inutile maintenant de jeter un coup- 
d'cetl général sur les divers systèmes qui , jusqu'ici , ont été suivis 
dans l'exposition àti principes du calcul différentiel ; les réflexions 
que cet examen fera naiire seront tout à fait propres à faire res- 
sortir les avantages de la théorie qui vient d'être exposée , à pré^ 
venir de fausses interprétations , et enfin à réfuter les objections aux- 
<quelles cette théorie a pu et pourrait encore donnez naissance. 
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PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE. 

■Réflexions sur les divers systèmes d'exposition des 
principes du calcul différentiel ^ et, en particulier , , 
sur la doctrine des injiniment petits ; 

Far M. Seavois , professeur : aux écoles d'artâlerie. - 



f^ARMl les diiî^rentes manières de présenter le calcul din&entïel , 
je ne dirai pas qu'il y en ait une qu'il soit nécessaire d'adopter. 
Toutes celles qui sont }4!|pliaies ont > du moin» aux yeux Aa ceux 
qui lei proposent, quelques avantages particulier». Mais ». s'il est 
utile de lier solidement le calcul diiTërentiet avec l'analise algé- 
brique ordinaire} si le passage de l'une i l'autre doit être ^cile 
et s'exécuter, pour ainsi parler, de plain-pied; si l'on doit pouvoiz 
répondre , d'une manière ïk U fois claire et précise , aux quesd^ons; 
Qu'est-ce qu'une dilférentielle ? Quand et comment se présentent 
comme d'elles-mêmes les difFérenlielles ? Avec quelles fonctions ana- 
litiques conservent-elles , non de simples analogies , mais des rapports 
intimes ? Je croirai ne rien accorder i la partialité , en affirmant 
qu'on inclinera vers la théorie dont j'ai essayé de tracer uoe esquisse, 
rapide dans l'article qui précède celu'i-ct. 

Dans l'analise algébrique , après .avoir consid^ré-Ies quantités coRliner 
déterminées ou constantes ., ou est meuë naturellciDcnt à les cca-. 
ùdérer comme variables. Toute variation , qu'elle soit elle-même 
constante ou variable , est essentiellement une quantité £nie ; au 
BKÙn» est-ce là le premier jugement qu'çn a dû en porter. Or > 
2'om, Vi nJ* V ^ i.*' novembre i8i4. " ^9 
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il &Qt exprimer la Tariatîen d'une foncdon compose'e de Tarlables 
élémentaires , par le moyen des variations de celles - ci : voilà le 
premier problème que l'on puisse se proposer dans cette partie ; 
les premiers essais de solution conduisent à des séries. Ainsi , quand , 
dès l'arithmétique , on n'aurait pas déjà trouvé des séries , telles 
que les quotlens et les racines^ approchées par le moyen des dé- 
cimales 1 on y seraît'nécessairement parvenu , en considérant la quantité 
comme variable. Les séries et le calcul différentiel ont donc dû 
prendre naissance ensemble ; c'est i l'entrée de ce dernier qu'on 
rencontre un premier développement de Vélat varié d'une Fonction 
quelconque, z par exemple. En essayant d'ordonner ce développement 
d'une autre manière, on ne^p^ut s$ dispenser de faire attention à 
la série très-remarquable de, différences 

Az— fA'z+îA*z— iA*.H- 

1 laquelle on est tenté' de doniifer un nom qaï rappelle sa com- 
position : celui de différeniielh se présente comme de lui-même. 
Déjà , en comparant les deux développemens diJTérens dont est 
«usceptible le bîudme élémentaire (i-t'<')"'i on avait trouvé la séria 

à—'-a*-\'\a^ —\a*-\- 



i'Iaquelle' on avait donné le nom Ae logarithme de (i+tf) ; ainsi, 
par la simple analogie , la diH'érentîelle est comme le logarithme 
de l'état varié (z+Az). Chemin faisant, d'autres rapports , entre 
la diiïérentielle , la différence , l'état varié et les nombres , se sont 
manifestés ; il a fallu en rechercher la cause ; et tout s'est expliqué fort 
heureusement, quand, après avoirdépouiïlé,'par une sévère abstraction, 
cej fonctions de'lcurs qualillés 'spécifiques , on a eu simplement à 
considérer les deux propriétés qu'elles possèdent en commun , d'être 
êisirihutives et commutalifes entre elles. ■ 

Cette marche ; si naturelle , n'a point été celle des îaventcnrs. 
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11 est de fait que le calcul diiTérentiel est né des besoins de la g^mëtrie. 
Or, le calcul algébrique, qui s'occupe essentiellenient de la quantité 
discrète f c'est-à-dire, des nombres , ne peut s'appliquer à la quan- 
tité continue, c'esl-i-dire , à V étendue , que lorsqu'on suppose que 
les variations numériques deviennent arbitrairemcnl ou indéBninieDi 
petites. Ainsi , le moyen d'union entre le calcul et la géométrie 
est nécessairement la méthode des limites ; c'est pourquoi les in- 
Tenleurs , et les bons esprits qui sont venus après , ont pris , ou 
du moins indiqué , pour méthode ^'exposition et S application du ' 
calcul dUTérentiel» celle des limites. 

Newton n'a point, comme Mac-Laurin'et quelques autres de 
ses compatriotes , transporté sans ménagement la mécanique dans 
son calcul des fluxions -, sa théorie est fondée sur celle des der- 
nières raisons des quantités ; et , suivant loi , Vltimœ ratîones 
refera non sunt rationes QUANTITATUM ULTIMATUM , sed 
LIMITES ad quQs rationes semper appropinquant, ( Livre i," 
des Principes \ Scolie sur le lemme xi ); principe très-lumîneux , 
«t qu'on n'a pas assez remarqué. 

Leibnîtz , co-înventeur , professait la même doctrine; il a codS' 
tammeni donné ses dilTérentielles pour des quantités Incomparablement 
petites; et, dans les applications, il a toujours cru qn'on pouvait 
rendre les démonsiralions rigoureuses par la méthode d'Archimèder 

celle des limites Quod etiam Archimedes sumsit aUique post 

ipsum omnes., et hoc ipsum est 4juod dicitur differentiam esse data 
tjudvis minorem ; et Archimede quidcm jpHOCESSU res semper de2uc~ 
tione ad absurdum confirmari potest. ( Réponse au^f dïlBcultés 
de riie-uwtniiit j œuvres , loni. 3.™" , page 828 ), D'ailleurs , ce 
savant hoinmt; n'a jamais admis de quantités infiniment petites , 
dans ic sens propre de ce terme. On .connaît la . discussion assez 
longue qui a existé entre lui et Jean Bernouilll à cet égard ; dis- 
cussion dans laquelle ïl a constamment tenu la négative ( Toyez- 
le Commerce ipistolairé entre cfi^ deux illustres géomètres , publié: 
par Cramer )- ] . 



,y Google 



lU RÉFLEXIONS 

Euler ne parle pas un autre langage , dans la belle préface de 
ses Insiiiuliones calcuïi differentiaUs.,.,:. Hic autem LIMES ^uî 
quasi rationem- uliimam incrementorum constltuit , verum est 

' objectum calculi àiffereniialis* £t si, dans le cours de son livre, 
il échappe à ce grand homme quelques expressions un peu dures, on 
doit y ce me semble , les interpréter bénignement , d'après ce principe 
formellement reconnu. 

On sait que d'Âlembert s'est distingué parmi les g^omMres qui 
ont appliqué la méthode .des limites au calcul difTérentiel. Ainsi , 
on ne doit point être surpris de compter dans les mêmes rangs 
les bons géomètres qui sont venus apris : tels que Karolen , Kœstner, 

' Hotland, Tcmpelliof , Vincent Ricali et Saladini , Cousin , Lhuilier, 
Pàoli , Pasquich , Gouricf , etc. Il ne serait d'ailleurs pas difficile 
de faire voir que les méthodes particulières , telle que celle des 
fonctions dérivées de l'immorlel Lagrange , laquelle a de uombreux 
sectateurs , et celle des indéterminées , proposée ou recommandée 
par Boscowicfa , Naudenot , Arbngast , Carnot , etc. , reviennent fon- . 
cièrement à celle des limites. Comment est-il donc arrivé que cette 
étrange méthode des infiniment petits ait acquis, du moins sur le 

' continent , tant de célébrité ; et même qu'elle soit parvenue & 
placer son nom parmi les synonymes de méthode différentielle? 

Je pourrais , si j'en avais le loisir , assigner 4 cette usurpation 
plusieurs causes probables; mais ce qui m'étonne d'avantage * c'iist 
que la méthode des infiniment petits conserve encore , non seulement des 
sectateurs, mais des fauteurs enthousiastes: écoutons un moment^ 
un de ces derniers, et admirons ! « Le soin d'éviter l'idée de Yinjîni, 
» dans des recherches mathématiques , prouve incontestablement, 

- < outre une routine aveugle , une véritable Ignorance de la signl- 
» fication de celte idée ; et nous ne craignons pas d'avouer que 
» nous croyons ahtîclper sur le jugement de la postérité, en déclarant 

' m que , quelque grands que puissent être les travaux de certains 
» géomètres , le soin qu'ils mettent à imiter les anciens , dans 
» l'exclusioD de l'idée de l'ia&nl , prouve, d'iuie maDÎèrc irréfragablf^ 
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» qu'ils ne sont pas à la hauteur ^ laquelle la science' est jtprlëe 
■ » depuis LeibnîtB, puisqu'ils évitent celte r^gîop élevée oii se trouve 
» le principe de la génération des quantités , et par conséquent la 
• vérilable source des lois mathématiques, pour venir ramper dans 
» la région des sens , la seule connue des anciens , où l'on ne Iroure 

- » que le grossier mécanisme des calculs. » ( Réfutalion de la théorie 
des fonctions analitiçues de higran^e, Paris, 1812. Page ^o ) Déjà, 
dans' tin premier ouvrage ( Introduction à la philosophie des matfié- 
mati^Ms. Paris, 1811 ), le même auteur, en annonçant que « les 
» procédés ( du calcul diiTérentiel ) implique une antinomie qpi 
» les fait paraître , tour à tour , comme doués et comme dépourvus 
n d'une exactitude Ti^ounnsc *....{ Philosophie ^^\c. , page 3^), 

- avait gourmande les géomètres non injiniîçires , avec ce ton tranchapt 
et cette emphase dogmatique qui forment la couleur dominante d^s 
'écrit* Inspirés par le Syiième philosophie (celui de Kakt ) doot 
il feît profession. 

Essayons, un inslaat , d'apprécier . tout cela \ sa juste valeur. 

D'abord , je œc rappelle fort bien que Kant , trouvant X'infinî 
dans la raison pure et \& fini dans la sensibilité ^ a conclu, delà 
coexistence de ces deux facultés dans l'être cognitif , qu'il doit j 
avoir, relativement à lldée c0smologi^iie , par exemple, plusieurs 
antinomies qui ne sont au fond que des illusions auxquelles il 
n'est point diiEcile de se soustraire , quand on veut bien distinguer 
soigneusement ce que chacune àtsformes de la cognition y apport* 
pour sa part. Faisons la même chose , par rapport & la prétendue 
antinomie mathématique que le disciple s'applaudit d'aroir décou- 
verte dans la théorie du calcul différentiel. Admettons , ce qui est 
vrai , que le calcul appartienne exclusivement & la sensibilité qui , 
selon ces Messieurs , est la faculté de Xindividuel ; il s'ensuivra 
qu'il y a , non seulement paralogisme , mais erreur palpable à sou- 
mettre au calcul Y infini ^ qui est du domaine d'une autre faculté: 
celle de V absolu , ou ce qu'ils appellent la raison pare* Je demande 
pardon à mes lecteur de l'emploi que je vient de faire d'un idjoinq 
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avec lequel , sans doute , pcii de personnes en France sont faraï- 
liarlsées ; innîs je lais ici ud argument que nous appellîons jadis 
ad homincm. 

Qu'on ne dise pas que cette illusion est tellement nécessaire qu'on 
ne puisse la décliner...! On marche devant celui qui nie le mou- 
vement. Newton , d'Alembert^ Lagrange , etc. , ont marché ; c'est- 
à-dire , qu'ils ont mis en elTet les principes du calcul diHerentiel 
hors de toute dépendance de la chose et même du mot injlni. 
■ Mais l'infini n'est-il pas cette région élevée où se trouve le prin- 
cipe de la génération des tjuantités , la véritable source des lois 
mathématiijues ? Non certainement, & moins que vous ne soyez bien 
décidé il rester sous l'influence de l'illusion que vous avez signalée, 
Xajoute , relativement au calcul différentiel , que l'introduction de 
l'idée d'infini n'y est pas même utile. 

L'idée d'infiniment petit n'ahrège point Vexposîtion. En effet, iî 
est impossible d'établir la hiérarchie des infiniment petits de diiféren» 
ordres , sans avoir recours à la série de Taylor , ou à quelques autre» 
équivalens. Je défie de prouver sans cela , d'une manière satisfaisante y. 
que, par exemple , Az étant un infiniment petit du i.*' ordre, 
d*z en est un du second. Même défaut dans les applications. Si 
on n'admet pas l'hypothèse de la courbe polygone , hypothèse qui 

■paraît si étrange à ceux qui viennent d'étudier les élémens de la 
géométrie Euclidienne , je défie qu'on démontre , sans la série de 
Taylor , que le prolongement , jusqu'à la tangente , de l'ordonnée 
infiniment voisine de celle du point de langence, que la différence 

'entre l'arc infinitésimal et sa corde, etc., sont dus infiniment petits- 
du a.' ordre au plus. Si l'on admet la gothique hypothèse : îe rappott 

-j— est rigoureusement égal \ celui de l'ordonnée ù la sous-langcnte ;^ 
-pourquoi donc alors néglîge-t-on des termes en différenciant l'équatiore 
de la courbe ? D'ailleurs , comme l'a fort bien remarqué l'auteur 
de la théorie des fonctions analitiques, c'est un fait que les résultat* 
iu calcul infinitésimal sont exacts par compensation d'erreurs : or. 
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je porte encore le défi d'expliquer ce fait majeur , sans avoir re- 
cours aux séries. Cela étant , puisqu'il faut absolument , et avant 
tout , être maître' du développement en séries, pourquoi ne passe- 
rait-on pas de là immédiatement au calcul di/Férenticl, parla porte 
de plain - pied qui est ouverte ? et pourquoi reviendrait - on , par 
un circuit ténébreux , celui des considérations infinitésimales , aux 
principes de ce calcul ? Qu'on se forme , sï l'on veut , et ce qui 
est possible , d'après la vraie théorie , des méthodes abrégées qui 
permettent de biifer ou d'omettre , à l'avance , des termes de dévelop- 
pement, qui disparaîtront à ta fin de longs calculs ; je ne m'y oppose pas ; 
les géomètres exercés le font tous ; et quand une fois on est en pos- 
session de ces mélbodes , on peut , dans la géométrie et dans la 
mécanique y parler un langage qui se rapproche de celui des in/i- 
nitùires , sans néanmoins attacher aux mêmes termes les mêmes 
idées ; mais il serait absolument impraticable de commencer 
par U. 

Il y a plus. Si l'on consulte l'histoire du calcul difiiérentlet , combien 
y verra-t-on de questions pnériles ou ridicules y de contestations 
plus qu'animées , d'erreurs même , prendre leur source dans l'obs- 
curité répandue par les înAniment petits , et dans la difficulté de 
leur maniement. Je ne puis m' engager dans cette discussion ; mais 
qui est-ce qui ne se rappelle pas les incompréhensihilitis de Sturmius ; 
les Subtilités de Guido Grandi ; les Ponts Jetés entre le Jini et 
V infini de Fontenelle ; la méprise de Sauveur , dans le problème 
de la Brachystochrone \ celle de Jean Bernouilli lui-même ,• dans sa 
première solution du problème des Isopérimètres ; celle de Charles 
aur les solutions particulières des équations différentielles ; les dis- 
cussions relatives à l'expression analltique de la force accélératrice 
du mouvement varié : discussions qui dégénérèrent en dispute entre 
Parent et Saurin , relativement aux théorèmes d'Huygens £ur la 
force centrifuge , et qui enfantèrent cette ridicule distinction de la 
f .itce considérée dans la courbe polygone et dans la courbe rigou- 
reuse ; discussions enfin qui ne sont pas encore terminées » à .ea 
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juger Aa moins par queUjues mémoires de. Tremblejr ( Académie 

de Berlin , 1801 , ele. ) eie. , elc. 

En un mot , je suis convaincu que la méthode infinitésimale n'a 
ni ne peut avoir de théorie qu'en pratique ; c'est un instrument 
dangereux' entre les mains des commençans , qui imprime néces- 
sairement, et pour long-temps, un caractère de gaucherie > de pusil- 
lanimité, ^ leurs recherches dans la carrière des applications. Enfin, 
anticipant ,.à mon tour, sur le jugement de la postérité ^ j'ose prédire 
que cette méthode sera un jour accusée , et avec raison , d'avoir retardé 
le progrès des sciences mathématique». Mais je dois reprendre le 
£1 de mes réflexions. 

J'ai déjà insinué la distinction que j'élahlis , d'apri« Enler , entre 
la méthode Jtexposition et la méthode iî application du calcul 
diiTérentief. Celle-ci , qnand il est question de Vespaee et du temps ^ 
objets des principales applications , est nécessairement 1» méthode 
des suites en général. Sous le rapport particulier de la pratique , 
rîen , 1 mon snh, ne surpasse , en élégance, j'allais presque dire en 
majesté , la marche tracée dans les deux dernières parties de l'ex- 
cellente Théorie des fonctions analiti^ues. Quant ii la première 
méthode , celle d'exposition , j'ai toujours trouvé quelques ineon- 
Téniens 1 la déduire de la considération des fonctions dérivées * ou 
en général des limites. Un des plus graves , selon moi , est- de ne 
conduire aux séries fondamentales qu'aprèy leur avoir gratuitement as- 
signé leur forme. Cet inconvénient , bien sent! par )'auleur des Fonctions 
dérivées ^ n'a pas été heureusement écarté par la démonstration pro- 
posée ( Théorie des Jonetiens ^ page 7 de la l.'" ièiX, et page ft 
de ht A.™" ). Je m'en> suis expliqué franchement , à la tële de moa 
second mémoire j et j'ai cité 1«» o^nkui» conEorracs d'Arbogasi 
( Lettre manuscrite ) et de Burja ( Mémoires de Berlin , 1 801 ) ; mais- 
personne moins que moi n'aurait songé îi oser fonder là-dessus le scan- 
dale' d'une BÉFUTATIO» de la théorie des Jonctions analitiyues.J'ai 
Ame dû porter mes rues d'un antre câté ; et voici la marche que f ai suivie» 
Lm pranùen développement ea séries que l'on rencontre^ sont 
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les résultats de transforcnaUona succcisÏTCS appliquées À une équatloa 
identique. Ecrivons , par exemple , 



Exëcutons indëfîniment sur le second membre l'opératloQ de la di- 
TÏsoa t et nous aurons la série 



EcnTODS encore l'équation îdentlqne 

X I i+x 



Faisons snccessÎTem^nt x=so , x^se , ccssd ; el nous amon| 

la suite des transformées 






o—i a-f-J ia+J){a-^) 



Prenons la somme des produits Tcspectifs de ces équations par i-, 

par—, par .par — r- r , par ,; et nous aurons , en 

réduisant , la série 
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«(a-K) C«-HO""{''-H')(«+?) C— *) 



C'est avec cette formule que Pïicole enseigne à sommer une în- 
.flhitë de auilea {Mémoires dé F académie des sciences de Paris. 1727 ). 

Ces séries ont la propriété d'être arrêtées à quel terme on veut » ' 
et d'avoir un terme complémentaire , nécessaire pour conseivec 
l'identité. Dans la première , ce oomi^éraent est le reste de la di- 
vision à laquelle on s'en tient, divisé par i-\-a; et dans la seconde, 
il se trouve à la fin. Je savais que la série de Taylor a , -dans 
le fait , un semblable complément qui doit aussi appartenir à toutes 
celles qui en dérivent , et pur eonséquent à toutes les séries connues; . 
d'oft il m'a été permis de conjecturer que toutes les séries doivent 
être le résultat d'une ,suite de transformations d'équations identiques ; 
que toutes doivent jouir de l'avantage d'être arrêtées où l'on veut, 
et de conserver l'identité par le moyen d'un terme complémentaire. 
Cette conjecture s'est heureusement cbaifgée en certitude , et il en est 
résulté une notion nouvelle , et bien importante ^ sur la nature des 
séries. On a vu au commencement du précédent mémoire , com- 
ineot , en partant d'équations identiques, je suis arrivé aux déve- 
loppemens fondamentaux. « Le procédé que suit l'auteur ( est-ÎI 
» dit dans le rapport de MM. les Commissaires ) a deux avantages 
» qu'il faut remarquer ; le premier, c'est qu'il n'exige pas que l'on 

> connaisse à l'avance U. forme des séries qu'on cherche; le second, 

> c'est qu'il permet d'arrêter ces séries à quelque terme que ce soit ». 
La ' forme du complément se recoanait sur-Ie-ehamp. Pour la série 
de Taylor , en particulier , celte furine eSl celle que Ampère a 
remarqué le premier , dans un très-beati mémoire d'an&lise ( xill.* cahier 
du Journal de Vècoîe polytechnique ). 

Ici eocore, je me trouve en opposition directe avec le Philosophe 
transcendantal. « Les séries , {>ri3es dans toute leur généralité f . . . ont , 
» par elles-mêmes > dans le nombre indéûiii de ' leurs termes , et 
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t sans le secours d'aucune ^antiié complémentaire , une s*^Rificatioa 
»'détennin<!e.... c'est là le poiDt philosophique de l'importante 
» question d«» séries ; et c'est ce point que , suivant nous ^ les 
> gëomclres n'ont pas encore atteint , dans Vëtat où se trouve la 
» science. » ( Réfutation eic* » page 58 ). On n'a pas encore besoin 
cette fois d'ergotlsme , pour faire ressortir la fausseté de ces asser-* 
tions. L'équation identique , les transformations successives , la série 
et son complément soat des Jaits. Les séries divergentes ne peuvent 
tire employées qu'avec leur complément ; et c'est ainsi qu'on a 
depuis long-temps résolu fort heureusement le paradoxe présenté par 

k développement de l'a fraclîon . Quand la eonrergence est re^ 

connue , on prononce la diminution successive et îndéSnie du coni-' 
f léraent , d'après la comparaison de» dëveloppem^ns conse'cutlfs el 
la rùson d'identité ; alors seulement les séries serrent utilement aua 
iKsoins de la pratique, s»i9 avoir égard h ce complément 

On aura remarqué , sans doute ^ que notre procédé d'exposîtionf 
offre un autre avantage considérable : c'est de conserver aux quan' 
tités par rapport auxquelles nos séries sont ordonnées toute la généralité 
dont elles sont susceptibles , c'est-à-dire , de ne point exiger de 
considérations particulières , sous le rapport du positif, dtr négatif/ 
de l'entier ou dn fractionnaire. 

Un second inconvénient de l'application des limites à rexposilloff 
du calcul différentiet y inconvénient qu'elle partage avec la méthodff 
iiafinitésimale , est de laisser sous le voile du mystère ces belles 
analogies des fonctions différentielles entre elles et avec les facteurs^ 
On a TU comment je suis parvenu à déchirer ce' voile. A cet égard ,- 
MM. les Commissaires ont encore eu la bonté de dire : u En montrant 

* que c'est à leur nature distribuiife ^ en général , et commutatiyef 
» entre elles et avec le facteur constant, que les états variés, les 
» différences et les différentielles doivent leurs propriétés et lesana-- 
r logies dé leurs développemens avec ceux des puissances , ( l'auteur )f 

* en donne la viritahle origine , et éloigne cette idée d« séparaiion 
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» des échelles qu'Arbogast avait imaginée , d'apr&s Lorgna , pour 
» expliquer les mêmes circonstances , et qui a paru un peu hasardée. » 
£n effet , et il ne faut qu'une légère attention pour l'apcrceToir , 
nous ne perdons jamais de vue , dans nos formules , le sujet des 
fonciionT; et il n'y a' nî séparation d'échelles ni opérations qui se 
terminent exclusivement à ces échelles. La notation proposée ( d.* 2 ) 
n'est point d'un usage indispensable; elle est seulement tràs-utîle , 
en tant qu'elle épargne la peine de représenter , à chaque instant , 
des fonctions polynômes par de nouvelles lettres. La belle méthode 
d'intégrer les équations aux coefHciens constans , publiée dans les 
Annales de mathémalt^ues ( lome 3 , pag. 244 et suiv. ) , et qui 
tjoute tant d'intérêt aux formules de l'analogie , ne réclame pas 
davantage la séparation des échelles , comme îi serait aïsë de te 
faire voir. Je ne puis rien dire ici d'un autre genre d'application 
que ces formules fournissent à l'auteur da mémoire cilé ( ibid. n."* 9 
et 10); cela m'engagerait trop loin. Je ferai seulement observer 
que, si l'on craint, de broncher dans une route scabreuse et peu 
fréquentée , il faut ne prendre , pour formules de départ , que celles 
& la formation desquelles on a assisté , et qui , Identiques d'abord , 
n'ont été transformées que d'après la double propriété des nombre» 
d'être distrlbutifs et commutatifs entre eux. Ainsi , par exemple , 
je conclurais au moins à une révision de la formule de départ, si, 
parmi les résultats qu'elle m'aurait donnée , je trouvais une sert* 
CQOUqe celle-ci ( ibid. pag. aS? » formule 33 ) 

r« t 1 I I , I t 
T**''^*'— 1 3 ««—s» 5" «»— 5» 

En effet, à cause de 

»' ^ . ■ « _ 3i »- ■ 5' 

«*— j * *»— I • a»— 3»~'*^««— 3' ' ;r'— 5» "*"*"«»— 5» • , 

elle se change en 
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d'oi^ , i cause de 



f =-!+?- r+ 



^ I ^ 3 5 _ ' 

'»«— I «1—3»"*"*»— 5» •*•—'■ 



' «+i"' *+iî x+S"*""" 



ici je fais l'essai de x=o > et j'ai, en «Prisant par 2; 

résultat qui n'est pas vraî. ' . \ 

Je fais encore l'essai de :r=:i , et j'ai 



t^sultat encore ptos «Strange que le premier. (*): ' 

On me permettra , je pense, de tirer encore de ma théine dea> 



(*) Cett la formule (21} du mémoire cîl^ , emprantëe d'EuIer j «t de U^mUi l'auteur 
a déduit U sienne (a3} , i{ui conlient le germe de l'erreur que je reliTe ici. Cette 
formula d'Euler , vraie pour quelque* eu pariicuUera , n'en e>t pas moins > en 
général , d'un* fausseté manifeste , puisqu'en ^ supposant <*=sR« i n étant un nombrq 
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fonctions distributives et commutatives ■, une consÀjnence cT une attire 
nature : c'est que la notation L»ibnitzienne , j>our le calcul diJF<£- 
rentiel, doit être conscrT^. Laissons aux Anglais leuvs lettres ponctuée», 
conservons aux accens l'utile emploi de multiplier nos alphabets - 
et , en nous rapprochant de la notation cfui , de l'areu de tons les 
analistes , est la plus parfaite , celle des puissances , des- 
tinons exclusirement les exposans ntfmMqucs \ représenter le» 
diHérens ordres de fonctions répétée». Quand à ina notation de» 
différentielles partielles , on en pensera ce qu'on voudra -, elle n'a 
d'autre avantage que d'être en harmonie avec celle que j'ai cru 
devoir adopter pour ^% fonctions partieHêS en général , laquelle ne- 
peut guàpe être plus simple ni plus significative. Au reste j il est 
remarqqabte qu'Buler en ait proposé une toute semblable , dans un» 
mémoire qui fait partie des î^ava Âeta de Pétersbourg ([786, pag. 17);. 
J'aurai^ pu me dispenser 4^' donner ( n." 19.) une idije de l'ex- 
tension dont ks séries fondamentales ( n.* i-S ) sont susceptibles , 
«i j'avais cru devoir me bornée &. établir ce qui est précisément né» 
eessaire pour différencier les fonctions ; mais , à mon avis , le calcul 
diHérentiet pur s'étend plus loin qu'on ne le pense communément; 
et, en particulier, le développement des fonctions en séries appartîenv 
plutdt i la substance de ce calcul qu'à ses applications, D'ailleucs> 
î'aL voulu montrer comment de* séries fondamentales on peut s'élever 
^ ce qu'il y a de plus générj , d'une manière fort naturelle. Icï 
encore je siûs «n opposition avec le Philosophe ^ au moins pour 
la méthode. On sait avec quel fracu il a communiqué^ au premier 
«oips savant de l'Europe , et ensuite au publie , certaine fermule 
générale , rf'oû il tirt toutes celles que ton connaît pour le <W«- 
ioppement des fonctions ; c'est-à-dire , qull descend , pendant que- 
fé ra'eflbree de monter. 

La formule générale du Criticiste présente Ts développéç snivanf 
k» pcckduit» 4e» états variés successifs de ^x , savoir 
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i ëtant la à'itiérkacé con»tante Ae h Variable s. Les cbeffl^iêtu des 
diifërens termes sont 4es ftinctîdna très-con)pH(]uëes dea drfKrdfice» 
des mêmes fonctions , dans lesijuelles il faut , après tout dévelop- 
pement , mettre une des valeurs de x , donnée par la résolution 
àe l'équation ^=o.' On «twa uni doute déji ^ftrçi '^c ciflie 
formule n'est elle-i&ime qu'un, fi» partia/tifT -.^ n.otrç,, formule , 
(23; tu*' l3 ). Eifectivement , il suffit de faire. 

et partant '' . - 

pour avoir, par nos équations (^3) , (a?) i et la série, et les coef- . 
6clens àfi PhihsophA, 

Four passer de U à la série <HTlomiés MÎvant les fninBanoeS de 
^x , il suppose ( infiniment petit et , sous ce prétext* , il chang» 
tout bonnement lès A en d* Cela pourra pàrtiltre fort bien- aux 
yeux attaqués du strabisme infinitésimal ; mars ce n'est plu» de 
cela qu'il s'agit ; c'eât aux détails de transition , poussés jusqu'à l'une 
ou l'autre des formes reconnues dans le précédent mémoire ( n." 19) , 
que je l'attendais. Or , à <^t <é£ard , il est 4'uiie 'discrétion mer- 
veilleuse. Voyez , en effet , les tableaux d'expressîotts équivalentes 
{ Réfutation ^ etc., pages 18, 19, 33) liées partes pbrases laco- 
niques : « on verra de plus que ces expressions simplifiées davantage 
w peuvent être mises sous la forme..... on peut facilement trans- 
* former ces expressions en celles-ci..... » ; et , si vous ne voulez 
pas l'en croire sur parole , ayez le courage' d'entreprendre- ces 

Craiisformations ! Ajoutes & cela que ses tableaux d'expres»ons.^ 

analîtiques ne présentent pas toujours une \<À générale bien prononcée : 
td est, en particulier, celui des expressions InàrquéeS'par la lettre 
N (page 19). Je l'ai insinué ( ii.« i3)» el je l'affirme ici poii- , 
tivement ; cet difficultés de détail sont un vice capital dans la 
méihode discenàame y ( que j'appellerais synthétise , si je ne 
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discutais arec un .Critieiste ) ; et lear absence de la méthode csanJantS' 

assure à celle-ci tout l'avantage sur sa rivale. (*) 



(*} J'ai ^t ( n.» i5 > qu'on pouvait , par- un •împle cbingenent d«ns la nu- 
lûère â'Ànionner^patser <Judérekipp«iaent BOÏT&nt .!<■ produUa 1 . ^r 1 ^ i ^T , \ 

(ppy (^)(=^)(^^p-") » ^"«i«pp».« »iv». 

ks puiiMncea [- — -j, y- — -\ , (— ^T» On verra penl-êtce «toc quel- 
que intërét comment [e pu!a judiSer ceue assertion. 

Je prends , comme plot sîinple , le développement de Vix-^n»'), Il ne Taul 
qn'une légère attention , après les premiers essais Je dëveioppement , pour rer 
connaître qu'on a 

F(jr+».)=F*+ iJA Fi— j A'Fjr4"i A'F* 1 



+ai^"^-i^''^+^--i 



(>) 



rt- ;- 

ïqna^s diins laquelle les 006111061»^ , B,,... de lasënequî muUfpITe ^ 

■jrie que , pour abréger ^ je dës^eraî à l'avenir par n , sont » d'après U titéeri* 
générale dea èqualKina , et es représentant respectivement par S, > S, , S^ , ... 9 » 
.d«9 soaunea de- produits iii,aia,3i &,.— i^ ^ ^ * 

/I eti le rang de ' U leUre Mi A ëlant suppoaët la première. J» dëslgnerar par P ta 
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On me permettra . avant de terminer , de présenler ici , sur 
l'application de la philosophie transcendentale , et en général des 



'A'tBf ,.... étant, ce que deviennent A, B, rupecli veinent , quand on j 

change m en m^i. Or, il est viiiblc qu'on a in relaliona 

d'où ['on conclut sur-le-ckamp 
Te lait , pour abréger , 

A=^ B=— 5— -A'-— B- ^ * 

oe qui donne 

ABH-iF»— A'A»+»F«-fB'A'"+»F»— «M=P ; (4) 

cl U relation générale (a} derieni 

fe Eiia ici in=o; alor* (i) A) B, C,,.., Mnt nuls et j'ai 

À'=f, W=\; a=\ M'=--J-î 

be qn'on tait déj* (f). Je fa» ensuit* mssi , daai &i et , d'appel le* TalOtfl 
de A, B, G ralativet k W=» , j'a» 
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systèmes métaphysiques aux mathématiques , quelques réflexions qui 
De pourraient que difficilement trouver place ailleurs ^ et que le 
sujet qui m'occupe semble amener d'une manière asse? naturelle. 



M'=4-!M+L+...+A+ii=4-S-x-+- + — +-+i+'îi (6) 

OTf oa a l'jqiution identique 

(a+y-i) (a+>— al . ■ ('+/'— 3) . 

*+/• ' I* '' /•— * '■ 

I (»+>■— )»—') I _. 1 ■ . ■. . ■ 

1 1+^ < • . • ,^.^ 

•8 bien 

Vo& l'on tire 
■ I ' I ■ I I ' I ■ - ' f ' I ' I 4.:4.,K 

(/eit-à-dire (6) qu'on a , lorique m^i p 

En général , « , pour k cas de m , on a la relation (7) , je dû que , pour ï» 
ça* de m4-i > on aura 

M"=M/H-iL'+iK'+...+-î- B'+ -A'+-^ . (8) 

ïn effet, d'après l'h/poOièie (7) et la relation générale (5) ,' on aura 
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Javais bicD préru , en lisant Kant , que les géomètres seraient , 
t«t ou lard, l'objet des tracasseries de sa secle. On trouire, dans 



M'=M+iL+;K+....= ;;gj;;;(M+L+K+..-) . 
L'=L+ÎK+5r+.-= ^ (L+K+ 1 +.....) , 

K'=k+ji+;h+....=;^CK+i+h+....0 , 

Je tûe de Ji cet âeux réinluii 

..• M+L4-K+ lîi^.M' . L+K+r+.». 

^n+nv , K+i+H+...=:::ixr K' ' 

m+ 1 tn-f-i 

... M'+I/+K.'+..=M+l4*+-"+f CM-K+I+-)+i (K+I+H+...H™ t 

Jmc , OB aura , par la substitution du i.*' dans te a.">' » 

, (-i+i+rt M' , (i»+rt L" , (»+>—) 5;V_ , 

M'+L'+K'+..~=-q:r- T+ mT T+'^H^ ï* ' 

fu censéquent 

(H-.XMW+fe'+-)=(">t^+'-) (M'+^+|f...)-(M'+L'+K'+->, 

ce qiâ'dmm* 



-=±î-!M'+L'+K'+..- i=M'+iL'+ ;K'+ . 



doat la preniar membis en , d'.prii C5>. l'ejprasiic» de H». De» 
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les prolégomènes de la Critique de la raison pure , ce passage 
très-significatif : ( Je cite d'après la traduction latine de Born ) 
Cum enim vix unquam de matïusi sud philosophali sint ( arduum 

sanè negotium ) . . . . iritœ regulœ at<]ue empiricè vsurpalte iis 

sunt instar axiomatum ; mais j'étais loiq d'imaginer jusqu'à quel 

la reUlion (8) est vraie quand U reblion (7) b lieu ; mais , peur m=u , jn=:r , 
cette dernière est dëmontréc ; donc elle eit généralement vraie. En l'appLquaDl 
i l'ëquation (4) , on aura 

i»=^n»+iF;r— AA^+^Fx^ BA^+'Fjt— CA'"+<F4r-+-.... 

— : A"'+»Fx+;AA'"+ 'Fjr— ;BA'*+*Fir+..* 

_j-i A^+'Fx— ^AA-^+^Fx-l-.... 

— ; A-'+^Fx-H.... 



1.1 première li|^e horizontale eit U mène chote (3) que AH ; la 3.™* U mkx&t 
chose que.^;A'n ; la 3.™« U même chose que 4-jA^n,....; donc 

P=4n— 7 A»n+| iJn— i A*n4-. ... ; 

C'est la rotation qui rè^^ entre deux aëries consécutives 1 coefficîens de n , dani 
le dëvetoppement de F<a>|-R'() , suivant les puissances de n ; relation que nout 
•Tons établie d'un» autre manière ( n,^ i5 ) î et de laquelle il suit que, s! i'OB 
(ait , conune en l'endroit cité > 

AF«— iA«F*+|AïFa— .....=dF* , 
on aura - ', 

nssd^P* , P=d'n+"F«( 

On passe abiokiment de la même manière du .développement de (i-44)i > donné 
par la Tormule du binâme , au développement suivant les puissances de r ; d'oA 
l'on Toit que c'est pure parette tus analistei d'introduire L'iofini pour effectuer 
fe passaje. 
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point ils seraient mattrailës. Voyes , dans cette fastueuse conclusion 
de la Philosophie des mathématiques ( pages a56 et suivantes ) , 
avec quel superbe dédain on y répond i cette question : Quel était 
Vétat des mathématiques , et sur-tout de Talgorithmie , a9ant cette 
philosophie des mathématiques ? Vingt fois on y répète : « On ne 

■ le savait pas on ne s'en doutaitiuéme pas on n'en avait 

» pas l'idée a 

Mais sommes-nous bien aussi pauvres qu'on l£ dit ? et la Phi~ 
losophie critique ne se pavanerait-elle point un peu aux dépens 
de notre plumage ? 

< Les théories des logarîtlimes et des sinus, parement algébriques, 

* n'étaient point connues,... » Quelqu'un a déjà réclamé contre 
celte allégation « en citant entr'autres l'ouvrage de Suremain-de- 
Missery ( Théorie pufement algébrique des quantités imaginaires ; 
Paris 1801 ). 

« La loi fondamentale de la tbéorle des diiFérences n'était pas 

connue » On qualîBe ainsi l'expression de la t^fiiérence A'* du 

du produit Yx.fs , par les diiT-érenees de F;r at do^x, formule «^e 
Taylbr a publiée depuis long-temps , dans les Transaçtipn^ Fh^P~ 
SQphiques ( tome 3o , page 676 , etc. ). Il est bien vrai qu'on ne 
l'avait pas « reconnue pour la toi- fondamentale de tojute la théorie 
> des diffërences. et des, dilt^rentiellcs. « , parce qit'îl n'est pas vrai 
qu'elle jouisse de cette propriété. Les lois TTaim^nt foiidanientales 
de ces deux théories sont dans les déSi^itiona de la difCérençe et de 
la diiT^entielle. On déduit de ces définitions quelques faits généraux ; 
fort utiles pour la pratique : la prétendue loi est du nombre. Au 
surplus, le Philosophe a bien senti , l'insuffiaance de sa loi, quand 
'il est question de différencier .les ioncfi^ns de 'plusjeurs varia- 
blés i car elle ne va. pas juiqu'à , donncK la .fpriQ^ 4^s . > d^velop- 
pemens en* différences et difféienlielLes partielles. N|ai$ admirez le 
subterfuge qu'il emploie pour sauver l'universalité de cette ,. loi ; il 
affirme que la forme dont il s'agit « n'a besoin d'aucun arlîlico 

* pour être déduite ou démontrée • j mais, si cela est, vou» 
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n'en êtes oad pins coupable d'avoir présente cette /ormâ dan» m* 
formule fausse {^■Philosophie i' etc. ^ formale (M), page 116 ). On 
peut la comparer avec la vraie formule que )'ai donnée dans le 
prêchent mémoire (75), et qui comprend, comme cas irès-partieulier , 
la loi philosophique. 

« La théorie des grades M graàules n'étut point connae » 

c'est-à-dire , qu'on n'avait pas pensé \ créer de aouv^es aotatlon» 
pour représenter des expressions aussi simples que 

Vbtl& , tout su pIvT t et que je puis accorder. Les nouTeanx caTeul» 
dà philosophe suit trop voisins de celui des différences et de celiû 
des différentielles pour cftnstituer une branche particulière de l'aus- 
lise ; et certes , ce ne serait pas II peine de faire du caleol dîfEiJ- 
rentiel lui-même un algorithine 'séparé de celui des différences , •< 
la différentielle s'exprimait en fonction àe% différences aussi sim- 
plement que le gradide s'exprime en fonction des différratielles. 
C'est une considération de philosophie toute commune qui a suggéré 
aiix anslistes , \ Euter en particulier , 1» triple génération d^j^o^bre 
«lavant les formes N=P+q , N:sP . Q , iVs=P « . D'après U 
m'Ame considération , il n'est échappé ï aucun d'eux qu'on peut 
faire varier x , dans z=:9X j de trois manières ; c'est^-din , éa 
siippoSadt que j; deviemie x~\~i , «.(, s*; et qu'en conséquence 
de chacune de ces hypothèses, la fonction x peut aussi varier da 
trois manières, et devenir £+{, <•(» <^ ; de sorte que, pour dé- 
terminer ce que devient x, quand l' accroissement ( est répété un 
certain nombre de- fois , H y a , en généfal ,. neaf problèmes k 
résoudre. Le calcul dbis différences- et celui des différentielles sent 
nés de la considération du premier de ces problèmes-, e'est^^-dire , 
de la correspondance établie entre les états variés j:-f*{ ^^ 'H-{ f 
cl , si les autres problèmes étaient aussi féconds , il resterait enco|* 
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kien des noureaux algorithmes à créer; de sorte qoe l'^^numératioii, 
présentée par la philosophie transcendantale , des branches de ce 
qu'elle appelle Théorie de la constitution algorithmique ,seT&\\. loin 
d'être complète. Mais les analïstes n'ont pas ignoré que les autres 
problèmes se ramenaient très-bien au premier. Cependant le calcul 
des ^radules semble se recommander sur-le-champ , par une appli- 
cation importante ; celle- que le philosophe en fait à la recherche 
de la forme des racines d'une équation déterminée , exprimées en 
fonction de ses coefBcîens.... Voilà du moins ce qu'on voudrait noua 
faire conclure d'une discussion qui occupe quatorze mortelles pages 
în-4-* ( Philosophie ,'èic.\ pag. 83—96 ) hérisse'es des signes algo- 
. rithmiques les plus ^a^v^ges- .Maj' .IV^."^ % R^V .^'T'?}^ ^^ ^1* ^^^ 
appareil . 00 se donne la peine de discuter les raisônnemcns , de 
simplifier les calculs , .et de traduire les formules en langue ana- 
litique vulgaire, on ne peut se défendre de refuser tiet son assen- 
timent aux assertions de rauleur. 
Après avoir posé l'équation identique 

(«'+jrX«"H-*)....=^+5^+.-.=S . (1) 

on nous dît que c'est par le calcul dïiTérentiel qu'on doit cherchet 
1 exprimer ^, B, ,.... en fonction de a', «">...., et que réci' 
proquemeot c'est par le calcul des gradules qu'oti doit a^^^^er atix 

expressions de a' , a" en fonction de A, By.»,. « En effet 

» le produit {a'-\-x)(a"-J{-x) ;. .. ne saurait êlVedécoimptisé en 'jlarlre» 
v> de la sommation que par le calcul différÀitiet ; et 'la iomkne 

' * A-^Bx-\- ne peut être composée en facteurs que par le baidnl 

» des gradules h ( ibid. pag. 83 }. La phiiïiîèlS: proposition éal 
fausse ; on a su exprimer les coefliciens en fonction des racines , 
long-temps avant la découverte du calcul différentiel. La 2.* pro- 
position, qui n'est point une conséquence de là- première, à moins 
qu'on ne veuille introduire dans l'analise un vague de raisonnement 
t|oé repousse l'exacdlude de là science , if eJt poi^t proii^et Je V)îa 
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même dëcouTrîf, Irès.facllement , par l'analUe commune , le r&ultal 
autjuel parvient le philosophe , armé de ses gradules. 
Voici des hypothèses évidemment permises 



Quand les facteurs o'-hx , a"-^x ,.,"..., La fonction S 



deviennent 



I." (a'+sf--, (a"+xy"-- 

3.- («'+ar)-', (a'i-Jrx/-'' 

3." (fi+xf-, (pf+xf-..... 



devient 



S—-, 



Pour pTus de simplicité ^ vtt prenons que trois facteurs. 1a premièrt 
hypothèse donne 

ian» ce r&oltot , formons la seconde hypothèse ; nous aurons 

SI l'on «rait admis quatre facteurs ; on ferait dans ee rësuUat la 
3.* hypothèse. En général , quand il y a m facteurs on fait m—i. 
hypothèses sqccossives. Actuellement soient faits dans (2) ï'=* jf 
^,*f\=bp t'"=.c ^ et U viendra 



(H— <i)(n^— 8) 



(3) 



S Vw fait tf . S,c in&unent petits , n, n^ seront aussi infiniment 

f etits f 
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petits ; et , parce qu'en gënéral t^=i l-\-xLa , quand x est infinU 
ment petit , l'ëquatioa (3) deviendra 



<j'/'=ji+(a_aXn'-J)LB) "-">'«-*' -x î 



(4) 



expression cjui , lorsqu'on suppose « la quantité arbitraire x ^gftle 
» i zéro , pour plus de simplicité » ( ibid. pag. go ) prend la forâie 

Voil^ , bien se'rîeusement , le rësultat unique da rôle que l'on 
confie au calcul des gradules , pour lui assurer une entrée brillante 
dans le monde. Etait-ce bien la peine de le mettre en scène ? J'ote 
le demander. 

J'ai fait remarquer qu'on dispose» dans (4) > de l'arbitraire x, 
en lui donnant la' valeur zéro ; mais cette hypotbèse réduit %\ Â-^ 
par conséquent , dans le second membre de (5) , il n'entre plus que 
le coefEcient vrf ; et la racine a'^' n'est plus exprimée que par an 
«cul de» eoefiîciens de l'équation. D'ailleurs cette hypothèse con- 
trarie évidemment celle qu'on est obligé de faire plus bas ( pag. gS ), 
d'après laqnelle les différentielles successives de ar, savoir djr , à*x ,..,^ 
doivent satisfaire à certaines conditions qui, soit dit en passant, 
auraient grand besoin elles-mêmes d'être conciliées entre elles. Quoi 
qu'il en soit , data non coneesso , que le second membre de (5) soît 
une fonction' des coelEcicns Â, £,.,..; quelle est ta conséquence 
qu'on prétend en tirer ? c'est que « la quantité a'" est une quan- 
- » ttté irrationnelle os radicale de l'ordre 3 — i « ( page go ) ou da 
la forme 



Hr 



l7n+»'+n"!, (6> 



u , nf t n'^ ërant des fonctiens des côeiEeiens A^ B ,.,,, 
Tenu V. 1 
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Ici le philosophe a beau s'envelopper du myst&re franscendantal ; 
on n'en aperçoit pas moins que son raisonnement se réduit k cect: 
l'expression du second membre de (6) peut être ramenée à la forme 
dit second membre de (5) ; donc cette expression repr^ente la forme 
de a'". Je nie la conséquence. Pour que deux choses puisseat £lre 
prononce'es égales entre elles , lorsqu'elles sont égales ^ une troi- 
sième , il faut que celle-ci soit déterminée : or . l'expression second 
membre de (5) est complètement indéterminée , puisqu'-elle rerieht 

à la forme A"* ou A". Je le demande; que dirait-on de la lo- 
gique de l'analiste qui, ayant trouvé, au bout de ses calculs, les 
deux expressions i^;» ^= t > ^^ conclurait £r=^ ? 

« La loi fondamentale de la ihiiorie des nombres étaitînconnue.... o 
On nous donne pour telle un théorème algébrique ( t'9i</. équat. (D) , 
P^S- ^7 ) V" "'^^^ P^^ plutôt la loi foodamemale de celte théorie 
que le théorème connu 

^^!^=V-»-^(ïx"-'+ +a"-»*4-<i^' , 

dont le premier est une conséquence .pe» éloigna. Les nomhrsB 
entiers sont des termes de la suite indc'fiuie de nombres , qui a séto 
pour origine et i pour différence entre deux termes consét>uttfs 
quelconques ; c'est là leur défiaitiou , et cânsÀ{4ieameat la vraie 
loi fondamentale de leur théorie.- Le FAilosopàêfi'amptessb de cooclure 
de son théorème Vimpossibiliti de aoumtttre, ies nombres premiers 
à une loi^ibid. page 68 ),;'mais je serai bieacurieux,de voir comment 
il concilierait celte conséquence avec la remarque singulièfe que 
Lambert a conùgnéc dans son Essai iarckittctonifue- X Rfga.-i^yt , 
page Ë07 ) et dont voici la substance ; dans .le s."** mefnlffe de 
l'équation 

"â^ "•" tS; +- 1 tllm +.".'=*+ 2:r>:Vajr»:î-ï«*+w*:Uf '+3*'+ 

chaque coelBctea^ est égal aji nombre des d!ii^settrs.f,dft Vexçpsaot; 
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de manière que tous les termes et les seuls termes aiTectés du cocIE- 
ôent a~ oot un exposant premier. 

_^ « La résolution théorique des équations d'équivalence était tout 
» ^ fait problématique. •..» Malgré les promesses de la philosophie, 
ell'e en est encore au même point. ' Les formes assignées aux racines 
(^i'èid. pag. 94 ) ne sont ni plus ni moins problématiques qu'elles 
l'étaient ; et la résolution générale des équations ( littérales ) de tous les 
degrés^ donnée par le philosophe (Paris, 181 a) est certes bien loin 
d'avoir levé tous les doutes. Voyez , entr*autres , ceux de mon estimable 
ami > le professeur Gergonne , dans ce recueil , tom. III , pag. 5i , 
137 f 206 )• 

« La, résolution des équations difTérentielles était encore plus îm- 
» parfaite. ••• » La philosophie l'a donc bien avancée ! Je n'en suis 
point persuadé. J'aurais désiré d'ailleurs qu'on fit au moins une 
légère mention des méthodes générales proposées par Fontaine , 
Condorcet , Pezzi , etc. ; quand ce n'eût été que pour les combattre. 

« La loi de la 'forme générale des séries ( le développement de Fjr , 
w suivant les puissances de ^x ) , et encore moins la loi de la forme 
» la plus générale de ces fonctions techniques ( lé développement 

» suivant les produits des états variés ) , it'étaient nuUement connus » 

La première cependant n'est qu'un cas particulier de la formule 
de Burman que j'ai donnée (112); elle se trouve dans le Calcul 
des dérivations d'Ârbogast ( n.° 287); et l'autre est, comme je 
l'ai dit , un cas particulier de ma formule (aS) , connue au moins 
pour des cas très-étendus : tel est celui-ci . 

en c'est ï cela que revient la résolution du problème de l'article 3^S 
du Calcul des dérivations. Ajoutons qu'Euler s'est élevé à quelque 
chose de plus général encore , lorsque , dans un mémoire fort ori- 
ginal ( Not-m Acta Petrop. 1786 ) sur la fameuse série de Lambert , 
il part de cette expression 
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' 4 La loi de Taylor ne s'étend qu'aux fonctions donnas immë- 

> dîalement > et non à celles donnCes par les équations * 

( Réfutation , etc. , pag. 3o }. Nous avons démontré le contraire 
dans noire précédent mémoire ( a.° 19). 

« Déduire le développement de f ( d'apris l'équation donnée 

> o=f(j;,a)), suivant les puissances de -^a \ c'est d«j4 beaucoup 
» plus que ce qu'on fait jusqu'à ce jour dans l'algorithmie... .» 
( ihid. pag 32 ). Cette prétention doit être appréciée aprà^ avoir 
lu tes articles, depuis 3(8 jusqu'à 326 inclusivement , du Calcul 
des àérivations. 

-Je serai plus bref encore sur l'autre question du Critîciste : Qutl 
sera Tétai de Calgorithmie , aprh cette philosophie des maM^flïtf- 
//^a^j ? Je vois des promesses j l'avare lui-même n'en est pas chiobe ; 

et des annonces de résultats c'est autre cbose encore ; écoutons. - 

( Réfutation , etc. , pag. 38 ). 

« Si la philosophie avait déjà donné la législation des mathéma- 

• tiques >> Celle li^islation appartient sans doute à la philosophie, 

en général , mais non à aucun système particulier. Les péripatéticiens 
Herlmus , Dasypodius et Comp.* ont mis ta géométrie en syllogismes. 
Les philosophas de Port-Royal , nouveaux Procustes ,' ont torturé 
celle méitie géométrie , pour la réduire aux proportions de leur 
étroite logique. Un philosophe allemand, d'abord disciple de Kant, 
puis transfuge dans les rangs opposés , vient de persuader au mathé- 
maticien Langsdorf qu'il fallait refondre les principes de la science ^ 
admettre, en géométrie, A^i points spacieux^ etc., etc. Voilà un 
ëcbantîlion des services que tes systèmes rendent aux mathématiques. 

« Et qu'elle l'eût garantie , par l'explication rigoureuse de toutes 
M les difficultés....» Oui! les dilBcultés imaginaires du calcul dif- 
férentiel , expliquées par une Antinomie critique / Les paradoxes d« 
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Sramp résolus par des zéros , ûa des ÏD^niment petits, pairs et 
impairs ! etc. ! 

« Et sur-tout par la découverte des lois Tondanientales de cette 
science..»». Je le répète , il n'y a d'autres lois fondamentales q^ue. 
les définitions, qui ne sont plus i découvrir. 

« Lois qui doivsnt enfin conduire à la solution des grands pro- 
> blêmes qu'oD n'a pu résoudre jusqu'à ce jour....... Fiat ! Fiai! 

* Que resterait-il à faire aux géomètres ? Deux choses: l'une..», 
« de recevoir, de la philosophie , les principes des malhématiques...». 
Ce serait mon parti , si la philosophie était un corps de doctrine 
révélée. 

" L'autre d'étudier la philosophie transcendantale qui est la base 
P de cette dernière ...... Mais, si. le. résultai de cette étude..étalt de^ 

ne pas croire au transcendantalisme , ou du moins d'en douter ? 
Car , après tout , c'est une opinion humaine ; bien plus , c'est un 
système enveloppé- de ténèbres que peu de personnes peuvent se 
flatter de percer. Ch. Villers accuse les académiciens de Berlin de 
n'y avoir vu goutte ; d'autres lui* adressent la même politesse. Aft 
milieu du brouhaha des discussions philosophiques d'outre-Bhin > on 
ne distingue bien clairement que ce refreîn.... " On ne m'entend 

* pas..! ». Et l'on prétendrait établir , sur- une -base de cette na- 
ture , la plus claire et la plus certaine des sciences!.... 

Pour moi je déclare , en finissant j que je m'en tiens provisoire- 
ment à ta philosophie des mathématiques dont Dalembert qui eu 
valait bien un autre y et comme philosophe et comme mathématî^. 
cien , a posé les principes. « Comme la certitude des mathémati-' 
» qucs , dil-il , ( Encychp. , Art. AppLlCATlOîf ) vient de la sîm- 
» pliclté de leur objet , la métaphysique ' n>ïi ' saurait étro Vtop 
fi simple et trop lumineuse ; elle doit toujours se re'duîre & des 
n notions claires , précises et sans obscurité. Eti efTet, comment les 

* conséquences pourraient-elles être certaines et évidentes , si les 

* principes ne l'étaient pas? Plus celte métaphysique , ajoQte-t-îl » 
» \ Ibid. Art. ÈLÈXEffS ) est. simple et facile , et , j>our ainsi dire « 
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V populaire , et plus elle est précieuse ; on peut raâmc dire q^e la 
» facilité et la simplicité en sont la pierre île touche». 

Au surplus , Lien convaincu que j'aî raison contre la Philosophie 
critique ; je ne veux point me donner des torts envers le philo- 
sophe ; je me hâte donc de déclarer que je me plairai toujours à 
reconnaître > dans l'auteur de la Philosophie des mathématiques , 
un géomètre très-hâhile et très-instruit, dont les travaux pourraient 
devenir extrêmement utiles k la science , s'il parvenait jamais ï se 
«oustraire à l'influence du système philosophique par lequel y suivant 
moi , il s'est Irès^peu philosophiquement laissé, subjuguer. 

La Fère , le lo d'août itji4* 



ARITHMÉTIQUE. 

Sur le caractère de dmsihîlUé des nombres par certains 
diviseurs ; 

, Pat M. Gergonne. 



doiT N un nombre entier quelconque , écrit dans le système de 
numération dont h est la hase. Concevons qu'on ait partagé ce 
nombre j en allant de droite à gauche > en tranches de m cfaiAres 
chacune , sauf la dernière qui pourra en avoir moins ; et soient » 
en allant aussi de droite à gauche ^ Ag » A, , A, , A|,.... ces 
tranches , considérées comme autant de nombres isolés. On aura 
évidemment 

N=A.+A.5"+A»J*'";i-A,«'-'+-... 
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, Cette ^oïtioD pouira ensuite être mise sous' les trois ^rmes suivante* 

H=*-^A,+A.i-+A,i"+....H.A. . (■) 

lf=(A.(f—0+A.(*'"— ')+*,(«•"— 1)+....» 

+CA.+A.+A.+A,+-..) 

N= {A ,;i"+.)+A.(«--i)+A,(4-+iH-~.J 

(3) 
-KA,+À.+A,+...)-(A.+A,+A,+.;.0. ' . 

En obserrant que les premières parties de ces diverses expressiont 
■de K sont -re^peetiveoient -dîvtsîbles par t^ ^-J^-l^^ , .j*^z ^xt 
constîquemment par tous diviseurs de ces trots nombres , on pourra 
établir les propositions suivantes. 

i." I^ans te^ sjstème'de humiratûm , h reiie de'tç dmsioit 
d'un nombre ^uelcon^ue par un diviseur ^uelconijue de la m.*"* 
puissance de la base du système , est le mime que celui qu'on 
obtient en divisant sa première- tranche 4e . m chiffres à droite 
par ce diviseur. 

3.* Dans tout système de numération , le reste de la division 
dua nombre quelconque par un diviseur quelconque du ^plas 
grand 'ootnbre .de m aUjj^M .eettie. méàie ^mk aelat. ,qi/wi t^h 
tient «B. -^3an$. ia -sommé de ses tmmoka de. ik Aiffteè par 
ce diviseur. 

3.* Dans tout système de numiraiipn le re^te de. la ^di^i^iom 
dun nombre quelconque .par tun quficonque .3es ^divisfurs .de Ia 
m.'"* puissance,.de la hase aug^enti/e d'up.e unité est le mime fue 
eelui tpion ohûeat en divisant par le même dîvisair la somitie 
des tranches de m chiffres de rangs impairs moins la somme dee 
tranehes de m chiffres de rangs pairs* 

Afin donc que la pwi è>»ii^wiw»B ■ i^«ii i i ie , dana chaque cas , 
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■1 sera nécessaire et sufHsaot que la seconde, plus simple, r^iH- 
sîsse également. Voilà donc autant de caractères de dîrisîbilitë des 
nombres par certains diviseurs. 

Ainsi , par exemple , dans, notre système de numération , la di- 
visibilité d'un nombre par 37 tiendra i la divisibilité par 37 Se la 
sommé de ses tranches de trois cbifFres ; sa divisibilité par 7 dé- 
pendra de la divisibilité par 7 de la somm« de ses tranches de 
trois chiffres de rangs impairs moins la somipe de ses tranches de 
trois chiffres de rangs pai^s. 

Si l'on suppose 01=1 , on, retombe sur les caractères connus de 
divisibilité par 2 1 ' 3 , 5 , 3 et u. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 



Prohlèmès de Géoméirie, 

UELLI nrface ^d^cût Fe sommet tfoD angle triidxe tri-reefaiigr« 
mobile,: dont. les. arête» sojit assujetties à toucher perpétoellemeut 
une surface fixe du second ordre ? , 

II. Quelle, surface décrit le sommet d'un angle trîèdre tri-rectangl« 
mobile, dont les faces sont assujetties à être perpétuellement tan- 
gentes à une même surface fixe du second ordre i ' 
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HYDROSTATIQUE. 

J)e la slabiîUé des corps JîoUans ; 

Premier mémoire . de la seconde partie de» dèveloppemens de 
géométrie ; 

Par M. Ch. Dupin , correspondant de l'institut de France , 
associé étranger de celui de Naplra, capitaine du gëai« 
maritime , etc. 



Rapport sur ce mémoire , fait à 2a premîètè classe tft 
'nslitut de Frana 

par M. Carnot. 



T institut de France , 



JVl. Sané , M. Foinsot et moi , avons été charges par Ta cUsih 
de lui rendre compte d'un mémoire sur la stabilité des corps AollanS'^ 
qui lui fut présenté le lo janvier dernier , par M. Charles D'upîn ^ 
■ capitaine on premier aa corps du génie marrtime , et aux travaux 
duquel la classe a déjà plusieurs fois applaudi. Ce mémoire mën^ 
> été composé par un jieuue ôfHcier qui s'attendait k chaque m<^ 
ment & recevoir des ordres pour se rendre aux armées. 

Le mémoire de M. Dupin est la première application des taé~ 
thodes exposées par le même auteur dans cinq autres mémoires 
de géométrie , approuvés par la classe, et publiés easuile sous & 
Jï*/B. y, n," h , 1." dUembrt 1814, :jî 
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titre de Dis>eIoppemens de géométrie, pour faire suite & la géo~ 

mëtrie descriptive et à la géométrie analilique de M. Monge. 

£n voyant ces premières recherches , noire illustre Lagrange , 
dont lessufFrages peuvent être regardés comme les plus beaux litres d'un 
jeune géomètre , a fait d'elles cet éloge , confîrmé par le jugement de la 
classe. « L'auteur a trouvé le secret de dire des choses neuves et 
M intéressantes, sur un sujet que nous croyoris épuisé. ». 

Le nouveau sujet que M. Dupin s'est proposé de traiter , dant 
le mémoire dont nous avons k rendre compte , est plus difficile 
encore que celui des mémoires précédons, et semblait pareillement 
épuisé. La théorie de l'équilibre des corps flotlans sur un fluide 
a 'H\l l'objet des recherclies des pins grands géomèlrês. Archhnède 
est le premier qui s'en soit occupé ; et le livre où il traite cette 
matière , si peu abordable de son temps , est , avec raison , regardé 
comme un des écrits qui font le plus d'honneur à son gétfio. En 
^leotployant que la méthode synthétique, Archîmède recherche les 
conditions de l'équilibre des corps sphi-nqucs , cylindriques et para- 
boliques. Il détermine dans quel c^s l'cqùilibie doit être stable et 
dans quel cas il ne doit pas l'élrc. En admirant la force d'esprit 
qu'exigeaient ces premiers résultais d'une science alors dans l'en- 
fance , on ne peut s'empêcher d'ayo.uçr qu'une méthode qui doit , 
i chaque corps nouveau dont on s'occupe , recourir à de nouveaux 
moyens de solution, ne soit d'une élude et d'une application -ex- 
trêmement pénibles. 

M. ]!>u[>in annonce que, dans un second mémoire , il reprendra 
toutes les questions traitées par Archîmède , pour les faire dériver, 
^omme autant de corollaires, d'un seul et même principe : si cette 
partie est bien traitée , ce ne sera pas 'la moins intéressante de 
«on travail. . ^ ' 

pix-neuf siècles se passèrent ava'nt qu'on revînt aux qtiestioils 
traitées par Archîmède. pour reculer de ce côté les bornes de la 
«cience. Peux géâmètres l'entreprirent, pour ainsi dire, en méins 
teoi|^ ' 
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-Boagnèr, dans le voyage oà tl fut , aved Lacondamme , mc- 
tarer sous l'équateur uh arc du méridien , employait ses loisirs k 
composer le Traité àa nanre \ tandis qti'Eiilcr , à Pctcrsbourg ^ 
écrivail son livre intitulé Scientia navaîis. Dansées deux ouvrages, 
on voit la question de l'équilibre des corps flotlans traitée sous 
un point de vue beaucoup plus général que ne l'avait fait Archi' 
mède. La seiile restriction qu'on s'y permette encore est de re- 
garder les corps comme symétriques par rapport à un plan. Telle 
est , en effet , la forme de nos vaisseaux, de guerre ou de CQm-> 
merce , ces grands corps flotlans dont l'équilibre et la stabilité sont 
d'une considération sï importante. ^ 

Bouguer se rapprocha de la me'thode des anciens ; il pre'senla 
ses idées sous une forme géométrique ; il les rendit par là plus 
sensibles; et les ingénieurs maritimes de toutes les nations adopr' 
tèrent sa manière c|c déterminer la stabilité des corps flotlans. Euler 
n'abandonna pas sa mélbode accoutumée , et parvint au même but 
par une anatise simple ^'élégante et facile. 

M. Dupin suit une marche diiTérenle de celle qu'avaient adoptée 
ces deux illustres géomètres \ il emploie une géométrie qui n'était 
pas connue de leur temps , et ce nouvel instrument le conduit i 
de nouveaux résultats. 

Au lieu de se tenir toujours infiniment près de chaque position 
d'équilibre , pour voir ainsi ce qui se passe autour d'elle , il con- 
sidère y à la fois , toutes les positions qu'un corps peut prendre ^ 
en flottant sur un même fluide , lorsque ce corps est d'un poids 
«(HUtant et d'une forme extérieure invariable. 

Pour que le corps flottant soit co équilibre , il faut , comme on 
sait, que son centre de gravité soit sur la mime verticale quel? 
centre de volume de sa carène ; cette carène étant terminée sa 
■îveaa du fluide par un plan horizontal qu'on appelle le plan if 
fiottaison. 

Mais , le poids du corps étant supposé constant , le volume Je 
la carène l'est aussi. Si donc » par des transpositions dans rinlérieor , 
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on fait prendre au ceDlre de gravité du corps flottant toutes les 
positions possibles , sans que la figure extérieure de ce corps change , 
on va trouver , pour ces dîifércns états d'un même corps , unb 
infinité de plans de flottaison difTcrcns , et une înfinilé de carènes 
différentes. Chacune de ces carènes a' son centre de volume en un 
point particulier. Voilà , par conséquent , une inGnilé de centres 
de carène. Ils forment une surface : c'est la Surface des centres 
de carène. Tous les plans de flottaison sont tangens à une autre surface 
qui , par rapport à ces plans , est du genre de celles que M. Monge 
a nommées enveloppes r c'est la surface enveloppe des flottaisons. 
On n'avait pas encore eu l'idée d'envisager ces deux surfaces, 
et c'est leur considération qui conduit. M. Dupin , d'abord & des 
théorèmes qui renferment tous ceux que l'on connaît déjà sur 
la stabilité des corps flottans , et ensuite à beaucoup d'autres théorèmes 
nouveaux. 

L'auteur observe premièrement que la définition de la surface 
des centres de carène et celle de l'enveloppe des flottaisons étant 
purement géométriques , la recherche des propriétés générale de ces 
surfaces doit appartenir uniquement à la science de l'étendue. Il 
s'occupe d'abord des propriétés de la première de ces surfaces , et 
la traite d'après les principes, qu'il a exposés dans ses Déceloppe" 
mens de géométrie : voici les résultats auxquels il parvient. 

La surface des centres de carène est nécessairement d'une éten- 
due finie ; elle est fermée de toutes parts. Quelle que soit la forme 
irrégulière du corps flottant, l.a surface des centres de carène est 
toujours continue ( en ce sens que ses plans tangens se succèdent 
constamment , par une dégradation insensible dans leurs directions , 
ai manière \ ne former ni angles ni aréics sur la surface ). 

Si l'on place le corps flottant dans une position d'équilibre , le 

centre de sa carène sera en un certain point de la surface lieu des 

csntrcs , et Je plan tangent à la surface en ce point sera néces- 

«airement parallèle au. plan de flottaison , c'est-à-dire horizontal. 

De là résulte lanaédlatcmeot celte autre propriété générale. Paoà 
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fine position d'équilibre quelconque , la droila menée par le centre 
de gravité du corps flottant et par le centre de carène , est nor- 
male , en ce dernier point, à la surface des centres de carène. 

Ainsi , dès le principe y l'auteur ramène la recherche des positions 
d'équilibre d'un corps flottant à la détermination des droites nor- 
males à la surface des centres de carène , en ne prenant , parmi 
ces normales que celles qui passent par le centre de gravité du corps. 

Il ne suffit pas de déterminer une position d'équilibre , il faut 
l'assurer de plus que cette position est stable. 

On voit des corps flottans que l'on cherche vainement li déranger 
de leur position primitive. De quelque côté qu'on les incline , ils 
tend&nt toujours à se redresser. On en Toit , au contraire qui , dèl 
qu'on les dérange un peu de leur première position , de quelque 
côté qu'on les incline , s'inclinent encore davantage , et ne reviennent 
plus à leur première assiette. Enfin on en voit d'autres qui , pen-r 
cbés d'un certain côté , tendent è se redresser , tandis qu'en les 
penchant dans une autre direction , ils s'écartent de plus en plus 
de la position primitive. Dans le premier cas, on dît que l'équilibre 
est stable, dans le second, qu'il est absolument instable j et dans 
le troisième que cet équilibre est mixte. 

Or , rien n'est plus facile que d'assigner les caractères de ces 
didérens genres d'équilibre , en considérant la surface des centres 
de carène. Lorsqu'on incline très-peu le corps flottant , on peut 
concevoir qu'il tourne autour d'un axe horizontal. Maintenant , par 
le centre de la carènfe qui correspond à la position d'équilibre , con- 
cevons un plan perpendiculaire ii cet axe ; ce plan sera vertical et 
coupera normalement en ce point la surface des centres de carène. 
Déterminons , pour ce même point, le centre de courbure de celte 
section; il sera sur la même verticale que le centre de gravité du 
corps flottant. Cela posé, i.* s'il est au-dessus , l'équilibre est abso- 
lument stable ; 2.° s'il est au-dessous > l'équilibre est absolument 
instable ; 3." s'ils se confondent , l'équilibre est mixte. Âiosi , co 
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centre de courbure joue , dans la thëorie de M. Dapîn , le mérn» 
rôle que le mitacentre dans la théorie de fiouguer. 

De ces principes résulte ce thëorème nouveau et remarquable ; 
suivant <jue ta position d'un corps flottant est sthhîe ou non sta- 
ble , la distance du centre de gravité de ce corps au centre de 
sa carène est un'minimum ou un maximum, par rapport à toutes 
tes positions voisines que peut prendre le corps flottant. 

En appliquait à la stabilité les propriétés de ta courbure des 
surfaces , l'auteur conclul d'abord que , si l'on incline successivement, 
autour de tous les axes possibles , un corps en équilibre sur un 
fluide, 1.* la direction de la plus grande stabilité est celle où l'axe 
est parallèle à la direction de la plus grande courbure de la sui^ 
face des centres de carène, 2/ la direction de la moindre stabilité 
est celle où. l'axe est parallèle à la direction de la moindre cour- 
bure de la mtme surface. 

De là il suit ifnmédîalement que les directions de plus grande 
et de moindre stabilité d'un corps flottant quelconque se croiseni - 
toujours à angle droit. 

Foor examiner les stabilités comprises entre ces deux extrêmes, 
M. Du pin -se sert encore de U surface des centres de carène; il 
a recours à la courte indicatrice et aux tangentes conjuguées dé 
cette surface. On peut voir , dans le rapport de M. Poisson , sur 
les trois premiers 'mémoires de M. Dupin , la définition de cette 
eourbe et de ces tangentes , ainsi que l'exposition de leurs prin- 
cipales propriétés , faite avec autant de clarté que de précision. (*) 

11 nous sufBt de dire que , si l'on coupe une surface par un 

plan infiniment voisin de son plan tangent et parallèle i ce plan, 

la section est une eourbe du second degré, que M. Dupin appelle 

' indicatrice , parce qu'elle indique en efïet la forme de la surface » 

\ paitif du point où elle est touchée par le plan tangent que l'on 



p^ Comultea UMt U pagi 368 da 4.*^ Tolnae de ce reeneif. 
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coTuidère. Les diamètres conjugués de cette indicatrice reprëseotent 
autant de systèmes de tangentes eonjaguiés de cette surface, 

Kevenons à la surface des centres de carène. £lle a partout ses 
deux courbures dirigées dans le même sens : son indicatrice est donc 
constamment une ellipse. Les axes d« cette ellipse sont parallèles 
aux directtoàs de plus grande et de moindre stabilité du corps 
flotliiaL 

Les degrés de slabiliié du corps flottant sont proportionnels aux 
quarrés dus diamètres de l'iDdicalrice ; ces diamètres étant dirigés 
dans le sens de l'inclîaaisoa du corps flottant. 

Or , \^&. diamètres d'une ellipse sont disposés symétriquement de 
côté et d'autre des deux axes } donc les- «tabllitcs iïitsrmédlaîres 
sont aussi disposées syiQétriquenient de côté et d'autre des deux 
directions de plus grande et de moindre stabilité. 

Si l'on appelle, avec M. Dupin , slabililés conjuguées , celles.qui 
appartiennent à des inclinaisons répondant i doux Uiamàtrtts eon* 
jtiguL'S de l'indicatrice > on iuxtA. qu'elles jouissent de -cette pro-r 
|)rît:te générale : pour une mâme position d'équilibre , la «omme 
de deux stabilités conjuguées est' nécessairement constante et égale 
à ia somme de la plus grande et de la moindre stabilités du corps 
Hotlant. 

Enfin M. Dupin , par le secours de la ccuirbe indicatrice déter* 
iniue , dans les cas d'équilibre mixte , les limites qui séparent les 
.directions où l'équilibre est stable d'arec r celles où il ne .l'est pas. 

Jusqu'ici, l'auteur supposait que la 'forme exténenre du corps 
^flottant dût rester constamment la même ; il suppose ensuite que 
cette forme varie d'une manière 'très-générale ; il s'assujettit set>- 
■ lement à laisser constantes les hauteurs des centres de grarîté du. 
corps et de sa carène, ainsi que la figure de Ja flottaison. Alon 
'il examine les transformations infinies que peut éprourer la sur- 
face des centres de carène ; il ramène ces trans formatons i celles 
dont il a fait IViamen dans ses Développement dé ■ giomètTie. lien 
'Co*"*'»! que ' les nouvelles surfaces des'eoalrss de farine 'Burâat 
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toutes un Contact , aa moins du second ordre f avec la sarface pri- 
m'ilive ; et par consëijuent , que tous les nouveaux corps fiotlans 
auxfjuels CCS nouvelles surfaces appartiennent ont la même stabilité 
que le premiers corps flottant. C'est ainsi que M. Dupin cherche 
^ utiliser les principes qu'il a prësentés daos ses premiers mémoires. 

Telles sont les principales propriétés de la surface des centres de 
carène. Après les avoir développées , l'auteur considère spécîalemeQt 
la surface enveloppe des' flottaisons et l'aire de chaque flottaison. 

Cette seconde surface est , comme la première , fermée de toutes 
parts ; elle présente aussi partout ses deux courbures dirigées dan» 
le même sens. Elles ont ensemble cette corrélation singulière qu'elles 
ne peuvent jamais se couper ; tantôt la première embrasse complè' 
tement la seconde ; tantôt la seconde embrasse complètement la 
première. 

D'après sa définition , l'enveloppe des flottaisons a pour plans 
tangens tous les plans de flottaison. Or , le point de contact de 
l'enveloppe et de ces plans est le centre de gravité de l'aire de 
chaque flottaison ( cette aire vêlant terminée par le périmètre du 
corps flottant ). Ce théorème revient , quant au fond, à celui qu'on 
doit & de Lacroix , membre de l'ancienne académie des sciences ; 
' £uler en parle dans la préface de son traité : Scientia navalis. 

M. Dupin fait voir généralement que le plus grand et le plus 
petit, rayon de courbure de la surface des centres sont égaux au plus 
^rand ou au plus petit momont d'inertie de l'aiie de la flottaison,' 
divisé par le volume de la carène. 

De li il conctat immédiatement qtie la direction de la plus grande 
-ou de la moindre stabilité du éorps flottant est parallèle À l'axe 
du plus grand ou du plus petit moment d'inertie de l'aiic de I» 
flottaison : théorème connu. 

Par \xnn corresponiiance bien slogutlère, la courbure de la surface des 
- centres de carène dépend donc spécialement de la flgure de la flot- 
taison ; maïs ta courbure de la surface enveloppe des flottaisons 
dépend de quantités plus complijjuées. Cependant , U e^l intéfe^sanC 
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iennal(re les élémens' de celle courbure; ils tndiijueot dans quelles. 
direclioDs les stabilitës primitivas -croissent ou décroissent par rie» 
degrés les plus leots ou les plus rapides, et peuveiTT montrer lesi 
étals prochains de stabilité d'un cof-ps tlotlant dérange de sa .po- 
<ition d'ë(|alHbre. Cette recberche ne peut éire que d'un grand, intérêt 
pour la ibéorie de la construction des vaisseau?:. 

Voici , k ce sujet , le.s résultats aujic^uels l'auteur parvient ; i)^ 
•'offrent sous une forme singulière. 

Si l'on charge le contour de la flottaison par des poids propor- 
tionnels i la tangente de l'angle formé par la verticale et la par» 
du corps flottant , les axes principaux du pl-.is grand et du pluf 
petit moment d'inertie de celte ligne pesante seront respectivement 
parallèles aux directions de plus' grande et de moindre courbure d« 
l'enveloppe des flottaisons. 

Et si l'on divise par la superOcit de la flottaison deux fois cg 
plus grand ou ce plus petit moment d'inertie , le (quotient ser^ le rayoa 
de moindre ou de plus gi'ande courbure de la surface des flottaisons. , 

Après s'être occupé de tout ce qui peut caractériser, une po- 
sition .d* (équilibre , considérée isolément > M. Dupin considère, k U 
fois , toutes les poûtions d'équilibre que peut prendre un corps flot- 
tant dont la forme est invariable , ainsi que son poids et I9 pc^- 
aitioa de son centre de gravité. 

Celte partie de son travail , quoiqu'elle ne paratsst; pas devoV 
Atie aussi féconde que la première en conséquences utiles , semble 
peut-être plus originale, et par la généralité des résultats, et par 
la simplicité des moyens de solution. 

D'après la théorie précédemment exposée , la recherche de tnuleS' 
les positions d'équilibre du corps flottant est ramenée h celte de tonte» 
les. droites que l'on peur, du centre de gravité de ce corps , mener 
normalement à la surface des centres de carène. 
. L'auteur prouve d'abord qae tout corps solide, flottant sur vn 
fluide , présente au moins deux positions d'équilibre ; l'une dont 
la «labilite est absolue j l'autre dont l'instabilité est pareillement ab- 
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Soluc ; principe qui {n'avait pas encore été démontré jlîrectementt 
' jEnsuité ce géomètre fait voir que le nombre des positions d'c* 
quilibre d'un corps Boitant est généralement pair ; et il prouve que 
le nombre des positions d'équilibre du premier genre est toujours 
égal au nombre des positions du second genre. 

£t si l'on fait tourner la surface des centres de carène autour 
d'un a:tc quelconque mené par le centre de gravité du. corps flot- 
tant, puisqu'on détermine la surface de révoluiion enveloppe de l'esf 
pace parcouru par cette surface ; en se dirigeant ensuite sur la courbe 
de contact de l'enveloppe et de l'enveloppée y on rencontrera suc- 
cessivement tous tes centres de carène qui appartiennent aux po- 
isilîôns d'équilibre , et ces centres appartiendront alternativement 1 
des positions stable, instable, stable, instable, etc. 

S'il y a des positions d'équilibre mixtes , il faudra regarder cba* 
'cune d'elles comme la réunion de deux positions d'équilibre , l'une ^ 
stable et -l'autre instable ; et l'on trouvera toujot^rs , en marchant 
sur la courbe de contact dont nous venons de parler, que les centres 
de carèile qui correspondent à. des positions d'équilibre, appartiennent 
alternativement à des positions d'équilibre stable et instable. 

Ce nouvel ouvrage de M. Dopin confirme les espérances que ce 
j^eune savant a données par ses- premiers travaux ; et l'on ne peut 
qu'applaudir à ses eiToris conslans pour en diriger les résultats vers 
la pratique du grand art auquel' il- s'est voué. Nous pensons que le 
'mémoire de M. Dupin mérite l'approbation de la classe', et notis 
lui proposons de le faire comprendre dans la collection des savans 
étrangers. 

Signé Sané , Ptiinsot et Camot , rapporteur. 

Le Secrétaire perpétuer pour les sciences mathématiques certifie 
que ce rapport est extrait du' procès-verbal de la séance du mardi 3b 
août i8i4* . ' 1 

Signé Delambre, chevalier de la Légibn d'honneur. 



.y Google 



DES INFINIMENT PETITS ïï' GÉOMÉTRIE. i83 



PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE. 

De l'usage des infiniment petits dans la géame'trie 
élémentaire; 

Far M. G B R G o N M E. 



±j\ manîire dont je me suis expliqué en dlren endroits de ce 
recueil, et l'emploi fnfqueot <]ue j'y ai fait 'delà série de Taylor, 
donnent assez it coDoaitre que je ne pense pas que la méthode 
des inGniment petits doive £tre employée dans les sciences exactes, 
du moins comme méthode d'exposition. 

Mais je manquerais de bonne foi si je dissimulais les objections 
graves. que l'on peut opposerj aux méthodes plus rigoureuses par 
lesquelles celle-là est communément remplacée. Il est certain , ea 
.effet , que ces méthodes sont d'ordinaire longue» , compliquées et 
difficiles à suivre ; ce qui est un inconvénient notable , sur-tout' dès 
l'entrée d'une scîencet où l'on s'expose i par leur emploi prématuré^ 
i rebuter un grand nombre de commençans que de» méthodes moins 
sévères auraient au contraire attirés, et dont les éludes et les succès 
auraient pu tourner ensuite au profit ^e la science. Dans les élémen» 
de géométrie , eit particulier , la réduction à l'absurde ou la mélhod? 
d'exhaussion , constamment employée par les disciples d'Ëuclide , 
. présente un vice capital qui consiste dans son opposition formelle 
ftvec l'esprit d'iovention , et dans la nécessité où elle met soavenK 
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celui qui enseigne du supposer déjà connus à l'avance , p3r and 
sorte de révëlalion d'en haut , les résultats dont H va étaWir la légjî- 
timité ; résultats qui , par suite , ne se gravent que très-difficilemenl 

^dans ta nydmoire de l'élèTei^uî ne voit immédiatement, par exem- 
ple, pourquoi le volume d'une pyramide est plutôt le produit de 
sa hauteur par le tiers de sa base que par toute autre fraction de 

. cette base > et qui ne conçoit pas mieux coi)nment les premiers in- 
venteurs sont parvenus à deviner ces sortes de résultats, (*) 

C'est là sans doute ce qui a pu déterminer plusieurs auteurs 
d'élémens à donner la préférence à la méthode des limites qui , au 
surplus, ne diftére guère que par les tériiiee de celle d'exhaii&sion ; 
mais celte méthode des limites, outre qu'elle ne satisfait peut-être 
pas autant l'esprit que la, pre^iiére , n'est point elle-même sans 
difficulté , et n'est pas , plus que l'autre , exempte de longueurs , du 
moins lorsqu'on veut la présenter d'une manière bien rigoureuse « 

"et en mettre' les résultats à couvert de tout soupçon d'inexactitude. 

Il y a déjà assez long-temps qoe j'ai songé à substituer k l'un 
et à l'autre procédés un tour de raisonnement qui , bien qu'il écarte 
toute consïdératibn d'infiniment pélils , réunit cependant h la sim- 
plicité et à la concision l'avantage inappréciable de laisser la marcha 
de l'inventeur tout h fait à découvert , et de ne rien laisser k désirer 
du éôté de la rigueur. Un seul exemple suffira pour le faire con- 

'eevbir nettement; je le choisirai des plus simples. ' 



I (*) Ceci me rappelle (|u'«ux examen» d'admiuion i l'école poljlechnîqne , un 
, jecine liotnme îMerrogi^ > il 7 a quelques années , lur le centre de gravilé Ou volume dil 
jtéiraùdre , ei debdlant aînii , dans sa réponse : 11 je vais prouver que le benlre ée 
ir ^avil^ du volume d'un t<<iraè(lre ett Ji une dislance de sa base <|ui ne saurait 
M Être moîndfu ni jlKis grande i{ite le qvart de sa hauteur h , fut tout Jk coup 
fijconcerlé , païf celte brusque apostrophe de l'examinateur : « Comment avee- 
n vous deviné cela ? » L'eajaronalcur avait raison i cela semblait en efF<;l tpmber 
dea nues ; mais le jeune homme n'aurait-il pas ité fonde à lui .demander , à son 
tour , pourquoi il rejetait en statique un mode de procéder doat II venait ds 
f 'accommoder en géométrie î ' ■ ' ' ' ' : ,- . . : ' .* 



db,Goo<^Ie 



,. EN GÉOMÉTRIE. i85 

- J^ suppose que , sachant mesurer les aires des figures rectîlignes , 
•n ait besoin , pour la première fois , de déterminer celle d'un cercle. 
La nouveauté du problème et son peu d'analogie apparente avec 
les problèmes antcvicurement .résolus pourront d'abord causer quel- 
que embarras , et la première pensée (]ui s'oflrira pour le surmonter, 
sera de substituer quelque approximation à une évaluation rigoureuse. 
On circonscrira donc au cercle un polygone régulier d'un très- 
grand nombre de côtés ; et , supposant entre l'une et l'autre figures 
une identité qui réellement n'a lieu qu'à peu près,, on prendra pour 
l'aire approchée du cercle le produit du périmètre du polygone circons- 
crit par la moitié du rayon ; résultat évidemment d'autant plus approché 
que les cùiés du polygone seront plus nombreux, maïs, dans tous 
les cas, plus grand que le véritable. 

Dans la vue de le diminuer un peu , et conséquemment d'alté' 
nuer encore l'erreur , tl se présente assez naturellement à la pcns^ 
de substituer au périmètre du polygone la longueur de la circoa- 
férence , qui est plus petite, c'est-à-dire, de prendre pour l'aire 
approchée du cercle le produit de sa circonférence par là moitié de 
■ •on rayon. On ne pourra plus savoir ici, du moins a priori , si 
l'erreur est en plus ou en moins , attendu l'espèce' de compensation 
introduite dans la première évaluation ; mais, si l'erreur existe en 
effet , sa grandeur absolue n'en devra pas moins demeurer évidem- 
ment subordonnée au nombre des côtés du polygone circonscrit , et 
décroître à mesure que ce nombre augmentera. ' , r 

' Cette erreur , si elle existait , devrait donc être , de sa nature i 
essentiellement variable -, mais , d'un autre côté, elle ne saurait l'être, 
puisque la considération du polygone nVntre plus' pour rieo (Jans 
la dernière évaluation k laquelle on s*est arrêté , et que les élémens 
qu'on y emploie sont constans comme Taire même qu'on cherche à 
évaluer : donc l'erreur est tout à fait nulle; donc il a dû s'opérer 
une exacte compensation ; donc l'évaluation est rigoureuse ; donc, etc. 
J'ai traîné , à dessein , le raisonnement un peu en longueur , afin 
4'ep rendre l'esprit plus facile à saisir ; mais , lorsqû'uoe fois U 
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est devenu assez familier , on peut le rendre beaucoup plus concis ; 
il se réduit en eiTet à dire que si l'erreur d'un calcul fait sur des 
. quantités constantes dans la vue d'évaluer , par approximation , une 
autre quantité aussi constante , est de nature i être indéfîuiment 
décroissante > cette erreur est, parla même , tout à fait nulle. 

Les mêmes considérations peuvent £lre facilement transportées dans 
le calcul différentiel. On peut y envisager d'abord les d;r ^ les Ay,.^ 
comme des quantités d'une petitesse Anie arbitraire, et leur intro- 
duction dans les calculs comme un simple procédé d'approximation. 
Alors leur évanouissement de certains résultats sera le critérium 
de l'exactitude de ces résultais ; ce qui rentre exactement dans les 
idées déjà développées depuis long-temps par M. Carnot d'une ma- 
nière si lumineuse ( Voyez ses Réflexions sur la méthaphysîque du 
calcul infinitésimal ^ Paris, t8i3 ). Mais il faut convenir qu'ici il 
peut s'offrir souvent, relativement aux suppressions de termes , des 
difficultés de pratique assez sérieuses, et que le recours à la série 
de Taylor peut seul faire complètement évanouir. 



CORRESPONDANCE. 

Zjettre au Rédacteur des Annales , contenant une 
démonstration élémentaire tJu Letnme énoncé à la 
■ page 545 du 4,"" volume de ce recueil. 



Monsieur , 



-«J'aurais bien désira poavoîr répondra complètement h Tappet que 
vous faites aux géomètres , dans la note de la page 348 du 4*"'* 



.y Google 



Ç H H E s. P O N D A N C E. 187 

Tolume des Annales ; et rendre ainsi tout à fait élémentaire la 
belle théorie développée i la page i38 du même volume. £n atten- 
dant que quelqu'un de plus adroit que mol y soit parvenu , j« vais 
au moins donner du Lçmma de la page 345 une démonstration, 
toujours algébrique, mais délivrée du moins de l'emploi du calcul 
différentiel. 

La question dont 11 s'agit ( f>ag. 3^6 ) est de rendre minimum 
i' expression 



Mus les conditions 

4iSin,«=jSin.^=xA , 



(0 



(0 

(3) 



A tl \ étant deux constantes. 

Soient fait d'abord passer sous les radicaux, dans (i) . les coef- 
ficiens qui les affectent ; en ayant ^gard à (3) , cette équation d<^- 
viendra t 

d'oi^ en quarrant «t extrayant ensuite la racine quarrée. 



^uation qui , à l'aîde de (2) , et en posant , pour abréger , 
peut facilement être mise sous cette forme > 
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Or , on voit évidemment que , C étant une constante , z ne peut 

deTenîr minimum , qu'autant que la fonction 



aéra la plus petite possible ; et , comme d'ailleara elle ne peut jamais 
devenir néjjative , on ne peut parvenir au but qu'en la rendant abt>o- 
lumcùt nulle , c'est-à-dire, en posant - . ' 

ce qui donne, en quarranl, réduisant, divisant par h* y extrayant 
la racine quarrée et transposant ^ 

En combinant cette équation avec (3) , il vient 

irSin.w^ySin./î , 
d'où 

i*a*Sin.*«=:A»y'Sin.»(î , 
et 

A*3r*Sin."*-l-jf*y'Sin.*«Sîn.»j9=4»j'*Sîn.M+j?')''Sin.'»Sin.V» 
ou encore 

**Sin.'«(i'+jr*Sîn.*js) =y'Sîn.»j9(i»+j:'Sin.»«) ^ 
ou enfin 



qui est pr^ciséntent l'é^uallan (6) de l'endroit ei^. 
Agréez , etc. 

£1 août i8i.i(. 

QUESTIONS 
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QUESTIONS RESOLUES. 

Solutîon du problème de situation proposé à la page 

aSi du 3.™* volume des Annales j 

Par M. Argakd. 



N, B. Le rMactenr ia jianalet a reçu d« M. Argand un. beau mémoire d'aiw 
liM incUlennin^e , conienant la lolution An difficile problème de la page aSi du 
3,mc folintiQ (]e ce recueiL Ce mémoire ^lant trop ^lendu pour pouvoir parahre 
de suite, l'auteur, & la prière du rédacteur, a bien voulu en faire un extrait, 
prëientant le proc^d4 pratique, dégagé de tout raisonnement ; extrait Irès-propre 
à aider à l'intelligence du mémoire , lorsqu'il paraîtra t c'est cet extrait que l'on va 
mettre •oai les ^euz du lecteur. On doit espérer que l'exemple de M, Argand 
tnconragera quelques gtomètret i aborder d'autres questions , proposées dans les 
Annale), et deroeuréei josqu'ici sans solution. 

PROBLÈME. Soit une circonférence difisée en un nombre quel- 
conque N de parties égales ; et soient affectés arbitrairement , et 
sans suivre aucun ordre déterminé , aux points de division , les 
niiméro's i, 2, 3,....N — i, W. Soient joints ensuite , par des 
cordes , le point i au point a , celui-ci au point 3 , le point ^ 
au point 4 > et ainsi de suite , jusqu'à ce tju'on soit parvenu à 
joindre le point N— i au point N et enfin ee dernier au point r. 
Oa formera ainsi une sorte de polygone de N côtés , inscrit au 
cercle , et qui, en général , ne sera point régulier , puisque ses cités 
pourront être inégaux ^ et que même quelques-uns Centre eux pourront 
en couper un ou plusieurs des autres. Si Von varie ensuite , de 
toutes les manières possibles , le numérotage des points de division , 
et qu^on répète, pour chaque numérotage t la même opération que' 
ci-dessus , on formera un nombre déterminé de polygones inscrits, 
parmi lesquels plusieurs ne digéreront les uns des autres que par 
leur situation. 

Tome F. aS 
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On proposé de déterminer , en générai, ^ad sera- U ntmhv de» 
pofygânes réellement àifférens ? 

Solution. Soit N le nombre des c4tés da polygone que , dans les 
exemples qaî suÎTront, nous supposerons constamment =6. 

1. Soit , en gëoéral, suivant la notation de M. Kramp, iRl = 1*3,5,..^» : 
on aura ainsi 

i!=i , 2!=a , 3! =6 , 41=a4, 5! = 12q, 6!=7ao. 
On sait d'ailleurs qac o!^i.~ 

Employons le symbole m ? i designer combien il y a de nom- 
bres premiers à m dans la saite i,3, 3 /»;on aura ainsi 

i? = i , 2?=i , 3?=3 , 4? = 2 , 5?=4 , 6?=a. H est connu 
que si m=a'è^c'*.,.,, a ^h ,e,,... étant des nombres premiers 

inégaux, oq aura, en général , m? =m . -r— ■ 

JD, , Dt t Df ,..,.D sont les dirbeors de JV, iV compns ; de. 
•orte que, s'ils sont disposés par ordre de grandeur, on a Di^=i , 
J)=N, Représentant donc, en général, par ^ un de ces diviseurs , 
d sera susceptible de v valeurs. 

Pour JV=6, on ai>,^i , I>, = a , i>, =3 , />^=6 , et ,= 4 ; 
les valeurs âe d , dans ce cas , seront doue i , a , 3 , 6. 

d, t d, , d ,,...d sont les diviseurs de dj d non compris, de 
manière que leur nombre est * , et que , s'ils sont disposés par ordr^ 
de grandeur, on a i/, = i. 

Pour J^i , on a 1=0 , 

3 , <?( = ! t=i , 

3 , rf, = i = 1 , 

6 , rf, = i»rf,«a.rf,-3 ,:=3 . 

a. P.r/A F', F', A', sont des signes de fondions 

dont on va successivement expliquer la nature. 

La définition de la fonction P , quel que soit d , est 

Ainsi pour JV=6 , 
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Pn,=Pi=6'.6?il=6.2. i=.ij, ' 

Pfl,=P2=3-.3?3!=9.2. I = 36 , 
Pfl,=P3=2',2!3!=8.i. 6 = 48 , 
PZ),=P6=i'.i?6! =1.1.720=720 . 

3. r ut une fonction dont la définitîoa est 

__PoW,.r.= f(^)?(f>(i), 

^Ulisi , pour ^=6 , 

rD,=ri=6. 13*. 6?o!=6. 1.2.1= 12, 
rz),=r3=3. 6'.3?i!=3.6.2.i= 36 , 

r/i,=r3=6. 4'.2?i!=6.4.i.i= 24, 

ri*^ = r6=3. a'.i?3!=3.8.i .6=144 • 

4. A, est une foDctlon dont la défioitioD est 

Poor </ impair AJ^Td ; 

IN . . . . 'ré 

-—-impair Aa^ — , 
T f" ■^-"ïT- 

Aînai , pour ^=G r 

AZ),=Ai=ri=i2 , 
, . ar« «.36 

AD.=A2= — = -^ = ia, 
Ai),=A3= r3 =24 , 
AiJ,=A6=^ = îf*=48: 

6. P' , F', A* sont des fonctions dont la définition gëninle Ml 

FV=F«/_(FV.+FV,+F'rf,+.."H-P''',)î 

if oft l'on Toit qae « pour calculer ces sortes de fonction» , U faut. 

aller «onlioucUenMnt des plut petits nombres sut plo» ffvxA^t ta 
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observaDf que , i n'ay^uit pas de dWiseuis pliu petits que lai , on 
a simplement F'i),=F'i=Fi. 

Comme, par le d.* précédent, on a, dans le cas de J impair , 
A^— r^ , et, comme d'ailleurs un nombre impair ne peut avoir 
que des diviseurs impairs, il s'ensuit qu'on peut, quand J est \m- 
pair , écrire plus simplernent \'dTsT'd. 

A l'aide de ces attentions on trouvera , pour iVxfif . 

P'D, =P't=Pi = ia , 

P'D.=P'2 = P2— P'i=36— t2 = j4 , 

P'D , = P'3 = P3-P'i = 48— 1 2=36 , 

VD, =P'6= P6— (P'i+P'a+P'3)=720-(i 2+24+36)=648. 

r'i),=r'i=ri = i2 , 

r'D.=t"'2=ri—r'i =36— 12=24 , 
r'D,=r'3=r3-F'i=24— 12=12 , . 
r'c.=r'6=r6— (r'i-t-r'2+r'3)=i44— (ia-24-i2)=i)«. 
A'i),=A'i=r'i=i» , 

.A'^i^A(a=A3 — A'i = t2 — 12=0 , 

A'Z),=A'3=r'3=i2 , 

A'B,=A'6=A6- A'i+A'2+A'3)=48-(ia+o+i2)=a4. 
* 6. Des fonctions F' et A' on tire les fonctions r, Vf r'' >de la 
manière suivante : ' , 

•V=-AV. 
a . 

PoQT^ impair 9 dxdT'd ; 
^ el 9" ne sTeroi^Vwnt 'pa» daa» fee lecontl eu. ' ' - 
Aâtoi j- pjoDt ^»6 , i • » ' 
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.D,=,3=3r'î=3p , 
.'Z>,=.'6=3r'6=288 ) 

J r7);=,6=r'e+;"6=36o. 
^'D,=^'e-3A'6= 73 ) . , : . , 

7* Les foDctioni P^ et w conduiront aux . fonctions { » en faismt 
|=P'-,. 
Ainsi , pour N=6 , ■ _ ■ 

(ZJ,={i=P'i— '#1= 13— ia= o , 

|D,={2=P'a — rasa: 34— 34= O , 

|i>,=(3=:P'3— ^3* 36— 36« o , . v 

{D^={6=P'6— •6=648-36o*;288 . 

6. Ce qui pHcède forme , . quand N est ■impair , la preml&re 
partie du procédé ; mais, quand iV est pair, il faut, dt plus , eiïectuer 
les déterminalions suiraotes 



-* sjlf . puis pour M 



pair £= 



impair £s 



Aio9^, pour ^=6 , 

fl=aV3.3!=i44 # Çs»a,^3MÎ=7* . 
On fera ensuit* - ; . 
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Poor Hf impair 

K étant impair , dans notre exemple , on a 

j=o , *=73 , ^s/esaSS , ^'=•'6— 72=0. 
On poMra eotuîte , quel que soit M,, 

.=a—q , -sl-V— =. . 
Ainsi , dans notre exemple , 

«=si44— 7a=72 » •=(G— a.73— 388 — i44~t44 • 

g. Voici maintenant la seconde partie du prorédé 'On j emploie 
les fonctions S , S' , £^^ , 3 qui , comme les précédentes ont pour 
su/et les différentes valeurs de Â , avec cette restriction que 2 
s'applique aux valeurs impaires seulement , t/ et ^" aux valeurs 
paires , en exceptant la valeur J~N. Quant à H, elle s'applique 
i toutes tes valeurs de J . mais en exceptant encore d^N, si N est pair* 

Les valeurs de ces diverses fonctions sont les suivantes ; 

SJ=—-., »J=~ , S"J--— , BJ-J' 
aJN" .^N • ' aJK ' 

'Ainsi» dans notre exemple» 
*Z>,=Si = — = — =1 , a'fl,=ï'a=- 



BJ=- 






S»,=S3= 



aJ,« ai ' 



1. ï"B,=ï"a=— ; = — =0, 
a.sA a4 
Il o 

— =__o, , . 



«^.=.s«=î;.« = J5-= 



BD, =«S=i 7773 = = 



M. Qtunl /f est pair , «n doit ea outre fàjw 
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e=h, 



Poux M piir 


"' Pour Jlf Impatr 




B=o, 


Ainsi, dans notre exemple, où Jlf=3 , on « 


C=o , /J=l;==2 . 


On fera ensoite, quel que soit Jlf {' 


c=-^. H'=-^. -<'=>'= 4- . 



6=0 ; 



4«' 



ce gaï donne , dans notre exemple , 

11. Enfin , en nomoiant II le nopib^ des polygones qui sont 
l'objet du problème , es nombre ^ dans le cas de N impair , sera 
ta somme de toutes les foncUons £ . ^ , i" , fi;-et}dani le cas 
de N pair , il sera cette somme , augmentée dç celle des nombres 
G. H, G', H', A', A"* O, 

Ainsi puisque , dans notre exemple , ^=6 , nombre pair , on aura 

==I+I+I-h>+0+O+O+0+3+4+O+I+I+l 

OU n=i2 , 

On aura donc douze polygânes essentiellement difTérens. Si l'on 
Teut les construire , il suffira de construire douze cercles , de diviser 
chacun d'eux en six parties égales , de numéroter ensuite consé- 
cutivement les points de division ainsi qu'il suit 

123456 , 135264 . 134635 , 

126453 , >»6543 , 134653 , 

135634 . 135364 , 136354 , 

135436 . 124365 . 133645 , 
«t joindre enfin les points de division par des cordes , suivant le* 
conditions prescrites dans l'énoncé du problème. 

12. £n faisant successivement diverses suppositions pour ^ , et 
appliquan: à chacune d'elles lea méthodes qut^viennent d'&tre déve- 
loppées , on M^uye , 
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fiour iV=i , n= o , 1 



3, 


• . 


4. 


3 , 


5 , 


*, 


6, 


'12 , 


7 . 


%. 


8, 


303 , 


9. 


^^'3 * 


10 , 


9468, 


>■ t 


83435 , 


13', 


83fioi7 , 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Prohièmes ^optique, 

1. Ouïl une table rectangulaire dcmnée doivent être pbcëes deux 
lami&res élev^ au-dessus de cette table d'anemime ijuaniité donnée, 
et qui doivent y être tellement posées que leurs projections tombent 
sur la droite qu! joint les milieux des deux petits côtés du rec- 
tangle. On' demande de quelle manière ces deux lumières doivent 
être placées; i.^ pour que le point le moins éclairé du bord de 
la table le soit le plus possible ? 2." pour que le point le plu^. 
éclairé du bord de la table le soit le' moins possible ? 

II. Résoudre lé même problème pour une table elliptique ; les 
deux lumières devant répondre au grand axe ? 

m. Résoudre le même problème ^our quaire lumières et une 
table rectangulaire; les lumières pouvant répondre i.** aux droites 
qui joignent les milieux des câtés opposés ; 2.* aux deux diagonales? 

IV, Résoudre enfin Je même problème pour une table elliptique ; 
lès quatre lumières pouvant répondre i.* ans deux axes ; i." aux 
deux diamètres conjugués égaux ? , 
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PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE.' 

Mé/îpx/opa . sur la nouvelle théorie des imaemaiKss - 
suivies dune appticatior^ à la dcmonslralic^ dun 
théorème d'anali^e ; i 

Par M. Argand. 



\jk DOUTeRe théorie des imagmairés , dont 'il a déjà ^l^ pTùsieur» 
fois question dans ce recueil (*J , a deux objets distincts et ind^ 
pcndans. Elle tend premièrement â donner une signification intel- 
ligible ik àcs expressions qu'on ëfait forcé d'admettre dans l'analise, 
mais qu'on n »raîl pas £ru Jusqu'ici pouvoir rapporter S' aucune 
quantité connue et évaluable. Elle oflfe , en second Ueu , une 
méthode de calcul, ou > s> Ton Veut, une notation d'un genre par^ 
ticulîer , qui emploie des signes géométriques, concuremment avec 
les signes algébriques ordinaires. Sous ces deux poidts de vue , èl)e 
donne, lieii aux' deux questions suivantes : Est-il rigoureusement 
démontré ,~ (tans Ta liouvetle théorie , que V^ exprime' une ITgne 
perpendiculaire aux . lignes pnies pour -^l et t—il La- notatioa 
des lignes dirigées peut-elle, dans quelque cas , fcMiruir des démonv 
trations et solutions préférables , sous le rapport de la simplicité ^ 
de la brièveté, etc. , i celles qu'elles, paraissent destinées h. remplacera 
Quant au premier .pomt , îl est et sera peut-être toujours sujet 
3i discussion , tant qu'on cherchera h. établir la signification de ^ — i. 



O VoTes lea p>feâ 6t » .X3&, saa et 364 d» 4<™* volume.- 

• ■ ■'}■■■■■• J.D.G, 
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^ iaê ooBs^wMM d*aiul«gîe »rec les mtioas nçvn Mr M 
quantités posilires et nëgatWes « et sur leur proporlIoD entre elles. 
On B discalé et «a discute encore sur les qusBttt^ négative» ; t 
pfus forte raison ponrra-t-oa élever des objections contre les nou- 
velles nqlioDS des imagioaires. 

': Mais f\ U n'y aura plus de difficulté si , comme l'a fait M. Français 
( Saoules » tom. IV , pag. 63 ) , on établit , comme définition , ce 
qu'on entend par le rapport de grandeur et ^position entre deux 
lignes. En effet , ta relation entre deux lignes données de grandeur 
et de direction se conçoit avec toutte ta précision géométrique né-' 
cessaire. Qu'on nomme cette relation rapport, on. qu'on lui donne 
tel nom qu'on voudra , 00 pourra toujours en faire l'objet de rai- 
fonoeiaens rigoureu;^-, et en tirer les con$éq,Uencea de génmétrie et 
d'analise dont nous avons , M. Français et it).Qi , donné quetqiie* 
ttemplei.. La seule question quj reste est dpJia de sameir f\\. est' 
bieq permis de désigner celt0 relation par les mots rapport où 
^frpponion , qui ont déji, dans l'analise , une acception déterminée' 
et immuable. Or, cela est effe.Cti«ement. pei^iia , [jLuisque , dans. la 
Oonvelle acception , on ne fait qn'ûj'outêr à l'ancienne , sans d.'a!t- 
leurs y rien ehan^tr. On généralise celle-«i de: manière, que l'accef lira 
Q^mmane est » pour ainsi dire , un cas particulier de la nouvelle* 
11 ne s'a^^t donc pa» de cbercher ici un« démon strjilion, ■■ 
' («est ainsi ,, par exemple ,, qi^e le. premier ^P^liste. qui 4. dît qM 

«Hf^, ^—.. a dà donnée cette, ésuettoni , Don> coiMne nn- ihéùf^mt 

démontré, ou î démontrer , mais comme, une d^nition des puis- 
sances à exposans négatifs. Là seule cbos« qu'il eut, à' faire voir - 
étfit qu'en adoptant celte défibition » oi> ne raisait que génér^jser 
lit définition, des. puissa;icçs. i. eyposaps pfisitif$ , les seule; connuei 
jnsque-lï. 11 en e&t de même des puissances à esposans fractionnaires, 
inatiooneli on imaginaires. On 1 dit ^~ Atmates , tom. Vf', psg. s^t ) 

que Euler avait démontré que (^/C;ï)V 'irtf"*"»"*. Le Inot'^i?- 
i»0iMr«r peut être exact, eo,%t^'ap„:re6afdex^ttt,équ«i5if)h,qprama 
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tifée ât r^Mlioa é"^^=Coa^+\/~Sm-s , d'oà *île rfirîve fa- 
cilement ; mais il ne le serait pas relaliTemcnt k cette dernière; 
Car, pour démontrer qu'une certaine expression a leHe valeur* 
ïl faut premièremeat avoir ^éùni cette expression ; or « cxisl«-l-il 
des puissamses i «xposans imaginaires une définirlon antérieure & 
ce ^îi'on appelle la démonstration dXulér T c'est ce qui ne parait 
pas. LorN|ue -Ëaler a cherté à ramener l'espresûoD m**^ k dm 
fuaatilës ivaluaUe*; il a ilû natartUemenl eonsid^r le ibterèaM 

^= 1+ — +— -l-" Mlérieureroenl prouvé, pour toutes les valeorsr^et 

ii»4e*. En fai«an*«3Bj>/Z:7,il««roaTrf«*>'^=if2£? -«,..* 

i'oh il a dft conclure 1 non que e*''^:=Cos jr-f-y/^Sin.j: , maî* 
que , si Von définissait Vexpressîon e**'^ en disant qu'elle représent^f 
une quantité égale & Cos^-4-^^7S)0.jr , les puissances i exposan*. 
réeli et les puissances & exposuis imaginaires »e trpuveraîenl liées par. 
une hû commune. Ce n'est donc lï encore qu'une cxtaosioB ém 
principes et non la démonstration d'iin tliéorème. 

C'est aussi par unie extCDsioo des principes que j'n él^ cond.vi(- 
i regarder (^^^/-* comme exprimant la perpendiculaire sur !•- 
plan ^t , lîlV^— T* Les deux résultais se contredisent , et assurément- 
je n'ai garde de prétendre faire prévaloir le mien ; j'ai voulu scitlemenl.' 
faire observer rjue ^M. Servois et Français l'ont . attaqué par déa' 
considérations qui , au fond , sont de la même nature que ccUct. 
aùr lesquelles je m'étais appuyé pour l'établir. 

Mais ^ M la perpendiculaire dont il s'agît ne peut pas être exprimée' 
par (y'^7/'^, quelle sera donc son expression ? ou , pour ittieux 
dire t peutw>n trouver one expression telle que , si on l'adopte pour 
représratM cette perpendiculaire , tuites les ^gnes tirées dans vn« 
direction quefconque ( lesqaelles auraient alors leur expression ) soient , 
liées par ane loi commune , comme cela a déji tien relatiteneni ' 
fc toute ligne tirée dans les plans +1 , I^V^^ ? C'est là vite, 
question qui semble devoir exciter la cariosîlé des géomètrea , d# . 
j^Aoê de veux d'entre eux qui admettent b BouvetU tbéofîei» 
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Je rerrehs ïa premier point de discussion," et f ob'jerie ' que W 
queslioD ', si v"^ exprime du nbn une perptïQdtculaSre "sur ;t^i / 
porte uniquement sur la Siynificalioh du mot ra;)/»or/; car', »oilt'Ie| 
moode est- d'accord d'entendre par 'cette expreislon une'qdaniile 

telle que +i : ]/^^ : : v/~.; — i , ou quç le; lapports .^I-' ., "5=^ 
«oient ëgaiîx. Ainsi l'objection -qu'a' faite- M. Serrois X ^nnaies ,' 
tom. IV, pag. 328 ) , ctontre la démonstration do preniief' théorème' 
de M. Frant^ais , en disant <« qu'il n'est pas prouvé'que ^û^.^î 
» soit moyçn de position entre -f-a et — a » , revient à, dire que 
]p -sens-du mot rapport na renferme rien de relatif Â la position. - 
Cela est yrai ^- dans l'acceptio;) commune ; et encore, -pourrait-oD 
dire que, dans l'idée du ra]^rt de 'deux quantités de signes dif-, 
fc'rens , il faut bien faire entrer celle de ces signes. Pans la nou- 
velle acception , la direction, concourt avec la grandeur pour fonoer. 
le rapport. C'est donc« comme l'on voit^ une^ simple question de 
niots, qui se décide p^r la défînitloD . précise qu'a donnée M^^ 
Français , .et qui n'est d'ailleurs qu'une extension de la défînitiob 
ordinaire. 

Le second point de discussion est plus important,' Sans doute/ 
iV n'est aucune vérité accessible par l'emplo) de la notation ^a > 
ligaes dirigées , à laquelle on ne puisse au^si parvenir par la marche 
ordinaire ; mais y parviendra-t-on plus ou moins, facilement par 
une méthode que par l'autre? la question mérite, ce me semble^ 
d'être examinée. C'est à l'influence des méthodes et des notations 
sur la marche progressive de la science que les modernes doivent 
leur grande supériorité sur les anciens 1 en fait de connaissances 
mathématiques ; ainsi , quand il se présente une idée nouvelle en 
cç genre , on peut du moins examiner -s'il n'y' a 'point de parti à 
eo tirer. M. Servois est le seul qui ^ depuis la publication de la \ 
npuvellc théorie , ait manifesté son opinion i; ce sujet , et celte • 
opinion n'est pas en faveur de l'emploi dps, lienet, Jtrigéef comme 
polatioQ. L'usage de^ fprof^les aaatitiqi^s lui semt^le.pjus ajm^lt.^ 
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«Cplus expëftïf { Annales t tom. IV, pag. -aSo ). Je réclamerai, 
k Tt^gard de ma méthode , un examen plus parliculier. J'observe qu'elle 
est nouTelle , et que les opérations mentales qu'elle exige , quoique 
fbrt simples , peuvetrt ' bien demander quelque habitude , pour Are ■ 
exécutas arec la- célérité que donne la pratique dans les - opérations 
, ordinaires de l'algèbre. Quelques-uns des théorèmes que j'ai démOta- 
trés. me semblent l'être plus facilement que par la marche pure- 
ment analilîque. C'est peut-être une illusion d'auteur , et je n'in-*- 
sisterai pas l&-xlessus ; msis je solliciterai, avec plus de éonBance , 
)• préférence, en- foreur des lignes dirigées , pour la démonstration 
du théorème d'algèbre. « Tout polynôme V+a*""' *+■■•• est dé-" 
■* composable ' en facteurs 'du "premier ou du aeccÂd degté ». Je' 
crois devoir rcTenir* sur cette" démonstration , tant pour' résoudre- 
l\>bjection qu'y a faite M. Serrois ( j^nna/f^ , tom. IV', pag. 281 ) 
que' p6ur montrer , avec plus de détail ', comment elle découle 
facilement des nourcaux principes. L'Importance et la dilEcullé'd»' 
ce théorème qui a exercé la sagacité des géomètres du premier" 
ordre , excuseront , je le présume , aux yeux des lecteurs , quelques * 
répétitions de ce qni a été dit sur ce- même sujet. 

Les démonstrations' qu'on a données de ce théoràine semblent 
pouvoir être rangées sous deux classes. 

Les unes se. fondent sur certains principes métaphysiques relatifs 
aux fonctions et aux renversemens d'équations-: principes sans doute, 
vrais en eux-mêmes , mais qui ne sont point susceptibles d'une dé-, 
inonstration rigoureusement dite. Ce sont des espèces ^axiomes , 
dont la Téritë ne peut élre bien sentie qu'autant qu'on possède àé\\ 
l'esprit du calcul 'algébrique j tandis que , pour reconnaître la vérité^ 
d'un théorème, il sutBt de posséder les principes At ce cajcu! ; 
c'est-è-dire, d'en connaître les oéËnîtions et notations. De IJl TÎenl, 
que les démonstrations de ce genre ont été fréquemment attaqué^ 
Le recueil auquel je confie ces réflexions en offre > en parlicujlieryj' 
plusieurs exemples; et les d'iscossions qajt. ont eu lien ^ ce. sujet toat^ 
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m iodJe« que les EsîfoaoenieDs qu'elles ont pour objet m #ont pat 
twit jk Xait igns reproches. 

. paos d'autres d^moiutratioDs , on auaiiiie de front la proposîtioa 
i itflablir^ eu faisaiit vcùr qu'il existe toujours «a moins une quan* 
liié , 4c la forme a-\-b^~y , qui , prise poor s > rend nul 'la 
pcJjrodiDe proposé ■ ou bien qu'on peut résot»dre ce polyn^^e en 
lacteurs réels d^ prentwr ou du secoad degrd. C'est la marche qu'n 
luivi Lagrange. Ce graml ^oiaèb« a (nontrë que les raisonnemeos 
fjùu «Tant W • Aor c« [Qème MJet. par d'Aleubert, £uUr, Fon- 
fiM^v. t etc. , ^laiiettf iiic9iiipl«i« ( JUto/ut. deséguat* numiriq. notes IX 
<t X )• I,^ uas -employaient des d^eloppemens en oéries , Jes autres 
^ équation* «atiHdiaîres j* «aif U» s'avaient pas preuve , ce qui était 
pourtant aidc«wair»( que 1m codBcfeas 4b ces équaitons et de ce# 
«ériea étalent ipojoDrs séeltf Ce* géomètres admettent implicitement 
1» principe « qua , «i pi^ que^lion dans laquelle il s'agit de dé- 
» (terminer un« iiioMflw pieut Itrtt résolue de n mauikrea, clic doit. 
• ffwdvïrf ^ ofHi équptioa ia degré n. >. I^grange lui<«ié«e !• 
ifganla «o|iuw légitiine« qvoîqu'iï »'•» £asie: pas < usage dans Jm 
les démonsirationa citée». Or , ne pourrait-on pas dire eueore qu« 
ce principe , ^ntrémeipent probable ^QS doute, n'est pas démontré» 
er rentre dans la classe de ces suies d'axiomes dont il était ques* 
ti(^ ^Bt i l'beure. II semble sur-tout que , comme on ne peut en' 
acqu^r la persuasion que par pne pratique assez longue datis la ' 
science , ce n'est pas" le lieu de l'employv , quand il s'agit d'une 
propfÂItlon qui , dans l'prdre théorique . est une des premières qui ' 
ae présentent i démontrer dans fanatise. Cette obserratio» , au reste , 
•*a nutlement pour ob^t d'élever une chicane , qui serait ansû 
déplacée qulntitile , svr des conceptions auaqoellea tous les géo^ 
■lè^s doivent lé tribut dé leur «sUme, Elle tend sculeaient & fait» 
aéntir la difficulté de traiter. ce sujet d'une manière aatisfaiaanie. 
■ 1>'aprls ces considérations , il parait qu'une démoostrasîon i îa 
fdb directe, sîffiple et rigoureuse peut encore oiériter d'être offert* 
•Àa jSéonètna» JTâ vâïsdôlM-feFKiidra iâ f«U« da 1» page i4A' 
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àa IV.* ToTone des Annshs ; mais , ' pour en ëcirM totfU «spica' 
ée nuage , je l'alFnncbinii de U considération des t^àaùéi rfn- 
Douissantes. ' ' 

II conrient de rappeler, en peu de mots, laf preiâieri pi^dtiïpetf, 
^e la tbéorio des lignes dirigées. 

Ayant pris une directlod Cî .pour ceîle des qnantt^ posiirves , 
la direction opposée ÂK sera » comme Ji rordlnaïre . celTe des quan- 
tités nëgaitves. Tirant par K la perpendicalaînt BKty, ûbiB' des 
direciroos ^ , 1 1^ première par eXeniplé , appaAiendrï aùfc 
imaginaires ^àt/^T, la seconde aux imagmïir«ï -i-tf ^^. Le'fraît 
au-dessus des Ibtires indique que la ligne d'ésigni^ é\i ^ônsldëréii 
comme tirée dans sa dueciion. Otf Supprime ce tratt , ' qùldd^ tfli 
lie considère dans Û Tigne que sa grandeur aBsoluC. 
'Frenant, S vofoiité' /des poiats F', G t'H ,'.'., ,1f\ <$, OH à 



Oetfc \m rigf ^ i 
Si l'on a, entre quatre KgDeSrT&juatiott ■ ■■ , 

•t, que ,^ dfl plus , l'angle çnii» Î5 , C& soîi ^l ) Pang^ JP,5H^ 
ces lignes^ sont ^tt» en proportion. De U se tire , 1»- règle de 
mviuptifatioa.'f car un produit n'est autite chose ^' un quatriièiQjf , 
terme de, pmjyittïoa dont le premier est l'nnflé* . . 

11 faut bien observer, que- ces- deux, règles- sont indépendantes ^ .. 
Toiymon qp'on. peut, avoir sur la aoaTelie' t^éorie< S l'on veut .qi^ . 
If'Zlï, , ayinfule qi^ l'algèbre s'obsiine \ noua- montrer partent.^ 
et qui, appelé quelquefois absurde, n'a jamais donné néanmoins 
des resull^s.^ soîei^t.tels;.^! l'on veut, dts-^e-,. que ce syn^J* 
wsoit-rîen>(|u.tout, sans p^mvoir être pourtant égtlé i zéro, celf : 
m^ (era pas 4> dïfficuké. Les lignes dirigées seront les signes seu- 
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lemenl des nombres de' la forme «j-f-^y/^. Les règles c'i'dcjsus 
n'en seront pas moins légitimes ; maïs , au lieu de les déduire j 
a priori , de considérations en partie métaphysiques , on tirera la 
première d'une simple conairociîon. La seconde sera une consé- 
quence immédiate des formules Sîn.(fl+^)^Sin^Cos.i-|- etc. j 
moyennant quoi l'emploi de ces règles pourra donner des démons- 
trations entièrement rigoureuses. 

Les lignes dirigées seront donc les symboles des nombres <7+^j/ — î, 
Comme ces nombres, elles seront susceptibles d'augmentation , di- 
minution , multiplication , division > etc. ; elles les suivront » pour 
ainsi dire, dans toutes <]eurs fonctions \ en un mol, elles les TepTl~_ 
senteront complètement. Ainsi , dans cette manière de voir , de» 
quantités concrètes représenteront des nomWe» abstraits ; mais les 
nombres abstraits ne pourront réciproquement représenter les quan- 
tités concrètes...,. 

Dans ce qui suit , les accens * indifféremment placés , seront ero-^ 
ployés pour indiquer la grandeur absolue des quantités qu'ils af- ' 
fectent; ainsi, si a—m-^ny/"^ , m et m- étant réels, oa d«TTa 
entendra que «Jy ou a'=^ll^n^ 

Sut donc le polyndme proposé 

n est tm nombre entier; a, h^.../^ g peuvent être delà forme 
Bi+ny^— I. Il s'agît de prouver qu'on peut toujours trouver uns 
■ quantité de cette même forme quî^Y''*^ potir :r, rende y.^o* 

Pour une valeur quelconque de ;r , le polyndme peut £tre cons- 
truit , par les règles précédentes. En prenant K. ponr point iniUal 
et nommant P le point final , ce poTyndme sera exprimé par KP, 
et il faut montrer qu'on peut déterniner x de maniire qne 1« 
point P coïncide avec k. 

Or ai, dans llnfinité de vareurs dont x est susceptible . îl nV 
en avait aucone qui donnit tiou à cette coïncideoce» U ligne ST 
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ne pourrait jamais devenir nulle ; et , de toutes les valeurs de KP , 
il y en aurait nécessairement une qui serait plus petite que toutes 
les autres. Ifommons donc z la valeur de x qui donnerait ce n^'- 
'nimum ; on ne pourrait pas avoir 

quelle que fût la quantité i. 

■ Or, par le développement* oo a , .- , , . 

Comme les coeificiens des dilTérentes puissances de / peuvent £tre 
nuls , et que re cas demanderait des considérations particulières ' 
il conviendra de traiter la question d'une manière générale , en 
représentant l'équation précédente par 

(B) ra*«=rr\-Bf+si'+-+rf+i"; >' 

de manière qu'aucun des coefficîens Ry 5, .o.^ ne soit nul , et 

que les ezposans r» s f , n aillent en augmentant. U faut' 

remarquer que , si tous les coeiHciens de (Â) étaient nuls ^ l'équation 
(B) se réduirait à J'tr+o^î'H"'"- Faisant donc /^"Il^j, on agraîc , 
^^^Q=:o , et le théorème serait démontré pour ce cas dont on peut , ■ 
par conséquent , faire abstraction dans ce qui va suivre. Ainsi nout 
supposerons que le second membre de l'équation (B) a au moin» 
trois termes. 

Cela posé , que l'on construise Yg^t^ , en prenant 

on aura 
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^r-KP , m/=VÂ. , 5///=AB ..... F-Z/^FG , //"^^GH ; 

car il est visible qu'en gênerai p^g'=(pçy. 

Xir-^'O ^^^ représenté par la ligne brisée ou droite KPAB .... ï'gA 
ou par iÏH ; et il faut prouyer qu'on peut avoir KH<K.P. 

Or, la quantité / peut varier de deux manières ; 

1." En àirection ; et il est évident que , si elle varie d'un angle 
a , sa puissance ^ variera d'un angle r«. Soit donc « l'angle dont 

PÂc=A''' surpasse kF=^j. Si on fait varier / de l'angle , PÂ va- 
riera de l'angle * — y , c'est-à-dire , que la direction de PÂ deviendra 
opposée à celle de KP; en, sorte que le point A se trouvera sur la 
ligne FK, prolongée , s'il le Faut , par son extrémité K. 
. \fi direction de j. étant supposée ainsi fixée, ^n peut, en, second lieu, ' 
la faire varier de grandeur ; et d'abord, si PA..<KP , on pourra, 
diminuer /, jusqu'à ce que PA<K,P « de manière que le point, A 
tombe entre K et P. 

Ensuite , si la grandeur de i , ainsi réduite , n'est pas telle que 
l'on ait , 

op peut , en la diminuant encorp , obtenir que cette înëgalité ait. 
lieu.; car les exposans Sy....v^ (t sont tous plus grands que r. 
Ox , cette inégalité revient à 

PA>AB+...,+FG+GH ; 

la distance ÂH sera donc plus petite que PA , et, par conséquent , 
si ('on trace un cercle du centre A et du rayon AP , le point 
H sera au dedans de ce cercle ; et il suit des premiers élémens 
de géométrie que , K étant sur le prolongement du rayon PA, du, 
côté du centre A, on aKH<KP. 
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.- f înTÎtCTii le lecleur à tracer une figure , pour suivre celle dé- 
, inonstratioii. En y appliquant les principes fondaïQenlaux Irès^slmples , 
rappelés ci-dessus , on verra qu'à l'excepllon du développement (A) , 
qui suppose un. calcul algébrique, tous les autres raistHineniens se 
£i>nt , pour ainsi dire, à vue , sans avoir besoia d'aocua eifort d'at- 
teation. 

Il est presque supperflu de s'arrêter à une objection qu'on pourrait 
iaire ï ce qui précède , eo disant que. si l'on entreprenait de dé- 
terminer la valeur de f > en suivant la marche qui est prescrite 
pour diminuer -progressivement y'^ , il serait possible qu'on n'y [âr- 
vlot. jamab , parce que la valeur de i, pourrait , dans les subs- 
titutioos .successives , ne diminuer que par des degrés de plus en plus 
petits. Le contraire ne se trouve point prouvé eu efFet ; mais il 
n'en résulte autre chose sinon que les considérations qui précèdent 
no sauraient fournir « du moins sans de nouveaux développemens , 
une méthode d'approximation ; et cela n'Infirme aucunement la dé- 
monstration du théorème. 

L'obieclion de M. Servois se résout facilement. « Ce n'est point 
» assez , ce me semble y dit ce Géomètre , de trouver des valeurs 
B de jr qui donnent au polyniime des valeurs sans cesse décroîs- 
» santés , il faut de plus que la loi du décrolssement amène né- 
» cessalrement le polynôme i zéro , ou qu'elle soit telle que zéro 
» ne soit pas, si l'on peut s'exprimer ainsi; l'asymptote da poly- 
» nôme. » 11 a été démontré qu'on pouvait trouver pour y'^, non 
seulement des valeurs sans cesse décroissantes, maïs encore une 
valeur moindre que celle qu'on prétendrait être la plus petite de 
toutod> SI le patyndnie ne peut être amené à zéro , ia plus petite 
valeur ser» donc autre que séro , et , dans cette supposition la dé- 
monstration conserve toute sa force. La dernière phrase de M. Servois 
semblerait Indiquer qull fait une 4istInfclion entre Une limite infiniment 
petite et une limite absolument nulle ; si telle était son Idée , un pourrait 
y opposer des comidérailons tont i fait semblables i celles que M. Ger->- 
gonge » fait vtWU dans qne occasion asses analogue k celle-ci ; cette 
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réponse s'appllquant ,. presque moti mot , au cas présent , nju/tf/iV mv- 

tadis, il suiHt d'y r^voyerle lecteiir,( Annales , tom, 111 , pag. 355 }I 
le scrupule de M. Scrvoïs lire sans doute sa source de la considération de 
l'i^quation à Thyperbole y^\. 11 est certain en * eflfet <]ue , bien 
qu'on puisse (dans, cette équation, trouver pour j^ une valeur In- 
férieure à toute limite donnée, j' ne peut néanmoins devenir zéro^ 
qu'autant qu'on supposera s infini. Mais cette circonstance n'a pwnt 
liçu dans notre deaioostraUon ; car, ce n'est certainement pas par 
> une valeur infinie de x qu'on rendra nul le polynôme y'^. ' 

Revenons au sujet qui a donné lieu aux développcnwns ci-deSsus; 
on pourra demander s'il serait possible de les traduire dans le lan- 
gage ordinaire de l'anaUse ? CeU ms parait très-probable ; mais peut-' 
être' serait-il difficile d'obtenir , par cette voie , un résultat aussi 
simple. 11 semble que , pour y parvenir, il faudrait rapprocher 
l'expression des imaginaires de . la notation des lignes dirigées ^ en 
écrivant , par exemple 

j/â'+i» pourrait être appelé le mçduie de a-^h^"^! , et repré- 
senterait la graadeur absolite de la ligne a+£}/Z7 , tandis qu« 
l'autre facteur , dont. le module est l'unité, en représenterait' la 
direction. On prouverait seulement i.*'que ïe' module de la somme 
de plusieurs quantités, n'est pas plus-grand que la somme des mo- 
dules de ces quantités ; cr qui revient i dire que la ligne' AF n'est 
pas plus grande que la somme des lignes AB , BC , . . . . £F ; a.'^que 
le module du produit de plusieurs quantités est égal an produit 
dès modules de ces quantités. Je dois laisser le' soin de suivre câ' 
capprochement à des calculateurs plus habites. Si l'on y réussit de 
manière à obtenir une démonstration purement anafitique , aussi simple 
qae celle qui découle des nouveaux principes , on aura gagné quelque 
chose dans l'analise , en parvenant ainsi , par tin» rovte faôle , V 
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un ràultat dont les difficultés n'ont pas été au-dessous des forces 
de Xagrange lui-même. Si , au contraire , l'on n'y réussit pas , la 
notation des lignes dirigées conserrera , dans ce cas^cî ^ un avantage 
évident sur la méthode ordinaire ; et , de toutes manières , la nou- 
velle théorie aura rendu un petit service à la science. 

Qu'il me soit purmis , en terminant ces réflexions , de placer ici 
une remarque au snjet de la note de M. Lacroix , insérée aux Annales 
( tom. IV , pag. 367 ). Ce savant professeur dit que les Transactions 
philosophiques de 1806, contiennent un mémoire de M. Buée dont 
le sujet est le même que celui sur lequel M. Français et moi 
avons écrit. Or , c'est dans cette même année 1806 que j'ai 
fait paraître l'Essai sur une manière de représenter les quan- 
tités imaginaires dans les constructions géométriques : opus- 
cule oJï j'ai exposé F les principes de 'la nouvelle théorie , et dont 
le mémoire inséré dans le 4*'°* volume des Annales (pag. i33 ) 
n'est qu'un extrait -, et l'on sait , d'autre part , que les volumes 
des collccti<His académiques ne peuvent paraître que postérieurement 
^ l'année - dont ils portent la date. £n ' voilà donc assez pçur établir 
que , si , comme cela est fort possible , M. Bnée n'a dû qu'à se*. 
propres méditations les idées qu'il a développées dans son mémoire , 
Il demeure toujours certain que je n'avais pu avÛT coonûssuice. 
d£ ce mémoire lorsque mon opuscule ft pUD* 
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Kxtrails de diverses lettres adressées au Rédacteur des 
Annales , relativement au problème de la Iraçtoire. (*) 



IS-ootrait dune lettre de M. Srhvois , professeur aux 
eco/es dardllerie. 



f ONTAIMI se trampaït certainement , quand il prenait pour une 
tractoir0 la courbe décrice par un point circulant librement autour 
d'ttR centre mobile; mai) ferons-nous le procès à Huygens qui est. 
j* crois, llnveotear Aç la iràctoire proprement dite y parce qu'il 
a pris cette courbe pour celle des tangentes égales ? Qu'eniend-on 
par traîner , irahere , d'où traction et tractto ? il me semble que 
celui qui traîne un fardeau , s'arrélant , le fardeau doit s'arrêter ; en 
conséquence, dans le mouvement de traction , proprement dit, la 
TÎtesse imprimée ne se continue pas, mais est, à chaque instant, 
détruite par le frottement. Alors la courbe décrite ne doit-elle pas 
élre la courbe aux tangentes égales? 

La Fère, le i3 juillet i8i4. 



O Vo/es les pifc* 3o5 » 3ti et 33a du 4*** volume de oe recueil. 
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Extraie dune lettre de M. Argand. 

Â la lecture de l'ënonc^ du problème de la tractotre , il m'a 
paru que ce problème pouvait se résoudre par lé simple principe 
que , si tous les points d'un système reçoivent une impulsion com- 
mune , il n'y aura rien de change dans leur mouvement relatif. 
Si, en effet , on confit que tout le système soit emporté d'un 
mouvement égal et contraire à celui du point P , ce point demeurera 
immobile dans l'espace ■, donc le mouvement absolu du point M ne 
pourra être qu'un mouvement circulaire uniforme autour de ce point 
P ; or , en combinant ce mouvement circulaire uniforme avec le 
mouvement uniforme et rectilîgne du point P , on obtient en eifet' 
une cycloide ordinaire. 

Mais , si l'on suppose que le frottement détruise à chaque ins- 
tant la vitesse qu'acquerrait le mobile s'il n'y avait point de résis- 
tances ( ce qui est le cas le plus Arquent dans la nature ) ; )e 
mouvement du mobile M à un instant quelconque i , sera le même 
que si / était l'instant initial , où l'on suppose que le point P com- 
mence & se mouvoir, le corps M étant immobile. Or , dans l'instant, 
initial , la verge qui joint les points P et M est tangente à la 
courbe ; donc dans ce cas la courbe est celle deï tangentes égales ; 
résultat contraire à celui que vous avez obtenu. Il ma |f8ru , Monsieur, 
que le raisounement de la page 3i6« par lequel vdus avez cherché 
i établir que la (ractoire ne pouvait pas être la courbe aux tan-' 
geateségates (raisonnement qu'au suip)u* vous n'avez pas pr^ntë. 
comme une démimslraliui rigoureuse ), il m'a paru , dif-je , que ce 
raisonnement n'était pokit exact dans l'endroit oti vous dites que la sup- 
pression des résistances , revenant à l'introduction d'une force dirigée ' 
dans le sens du moupement , n'aurait d'autre effet que de faire varier la 
tension ou compression de la verge; car ceci semble supposer tacitement' 
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^ue le sens da nooTement est celui de la Terge, ce qni, en gé- 
ttéral , n'est pas et ne peut être en particulier qu'aDtaot que U txac- 
loire est la coorbe aux tangentes égales. (*) 

Paris , le ao ocloI>re i8i4> 



Extraie dune lettre de 3f. FravçâîS , professeur à 
Vécole royale de tarUll&ie et du génie. 

- Quant aax objections faites contre nos sololîons da probUme de 
la traetoiret je ne pense pas qu'on doire les regarder romme très- 
séfieases. Ce ne sont pas , en effet , des objections indirectes qui 
peureot détruire les conséquences d'une sololion fondée sur des 
principes exacts. 11 faut attaquer directement ou les équations f<Hi- 
dameotales ou la manière dont les conséquences en ont été déduites ; 
et , d'apris la discussion de M. Dubuat , il me parait que nos 
•«Mutions ne sou&ent plus le moindre nuage. 

Mel2, le II d'octobre iRi4> 



C*) Ccat priciféBcnt ce que fd (oppoté et dd to^MMcr , tan ladmnenl , 
BuU ffjute pugicre trit-eipreMe. Xù dit , ou dn noin* touIu Arc : a(lBieU<Mia 
que , niivant le tjUhae qu'on noiu oppoie , U Uw:roire puîue quelquefoM, «lit 
pw le froUnoent , •«( par b réiwtwice du milieu , aoit enGn par lottf antre obuacle 
de nature à i^r dan* la direclïon du iiMNivenKnl , devenir ta coorfte aox tan- 
çante* 'galea I la nipprcanon de cca obUacle* , revenanl i rburodiKtion d'âne 
nenvella force , ^^enent dingée dana le aen* du nouremcnt , n'aurait d'auU* 
cSet que de cwmprînier la verge MP , aani ckai^^er la roide d^criie par b - 
BKibile , bqneUe «ma^qoemment devrait encwe être la courbe aux tangenlea éplea; 
or , noaa venon* de voir qi^alon cite m l'eA p» ; doM cUe ne aurait Titre uof^ 

Mxtrmt 
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E-sùtraît dune lettre de M. Dubuat , professeur à l'êcoU 
royale de lartillerie et du génie. 

J'ai conféré STec M. Français sor le problème de la Iractoîrr. 
Nous Toudrions connaître , d'une manière plus précise , les objections 
de MM. Serrcns et Argaod. Il parait que ces Messieurs ne nient 
pas que la tractoire ne soit en général une cyclqïde ; mais ils pensent 
que , dans quelques cas , cette tractoire peut être une courbe It 
tangentes égales. Si, en généralisant le problème de la tractoire, 
on suppose que le point entraîné soit animé de forces accélératrices 
quelconques , nul doute qu'alors la tractoire ne puisse devenir une 
courbe à tangentes égales, ou même telle courbe que l'on voudra. 
iVous l'avez prouvé, Monsieur, dans le IV" volume des Annaîes. 
( pag. 317 et suiv. ). Je me permettrai cependant , à cet égard, 
une observation sur la solution du problème énoncé. Vous posez , 
pour cette solution, les quatre équations 






W rJ4r=(x_iOJr J 



desquelles vous conclues les forces indëtermint^s X et Y. 

11 me semble que les deux premières équations derraleat être 
écrites co(nme il suit : 

îî=X+îe=2 . ?: =Y+^ ; 

car^ outre les forces qu'on suppose agir sur le point entraîné', U 
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faut tenir cnmple Je l'ëqiiation de conditloD (3j, c'est-À-dire , dei 
forças dues à cette équation; forces dont vous avez vous-même dona^ 
l'expression ( pag. 3i3 ). La quatrième équation n'est pas , i pro^ 
prement parler , une équation de condition ; car. le point entraîné 
n'est pas assujetti à se mouvoir sur la courbe à tangentes égales: 
ainsi il n'y a pas de forces dans cette équation qui n'est donnée 
qu'ii posteriori, et qui doit résulter de la valeur des forces Xet Y. 

Au reste , celte observation ne change rien ï la question prin- 
cipale qui est de savoir si la tractoire simple est une cycloïde ou 
une courbe à tangentes égales. 

Cette incertitude ou ce doute sur la légitimité des solutions des 
problèmes de mécanique pouvait avoir lieu au temps de Clairaut, 
ou même au temps de Dalembert : il n'y avait point alors de mé- 
thode vraiment générale pour résoudre les problèmes ; mats aujour- 
d'hui , et depuis la publication de la Mécanique anaïitique de 
Lagrange , la solution d'un problème de mécanique ne doit plus 
ttre considérée que comme une application des formules générales 
du mouvement et de l'équilibre d'un système quelconque. Ces 
formules contiennent des termes ou des forces qui sont donnés 
quand on a les équations de condition ou de définition du système. 
Le reste de la solution n'est plus qu'une affaire de calcul; c'est 
ainsi que ,■ dans la géométrie analilique , une courbe étant définie 
par son équation f la recherche des tangentes normales, ou rayons 
de courbure de- la courbe, ne consiste qu'à substituer, dans des 
formules connues . des valeurs données par l'équation de cette courbe. 
II ne devrait donc plus y avol^ ni différence d'opinions ni différence 
de méthodes pour mettre un problème de mécanique en équation : 
-cette mise en équation est une chose facile pour tous Içs problèmes} 
et , en suivant i cet égard la marche tracée par Lagrange , non 
seulement on est dispensé de la recherche du principe qui. peut 
servir i la solution d'un problème ^^nné ; mais on est encore à 
l'abri des erreurs auxquelles conduit quelquefois l'application du 
principe. Voici un exemple singulier de ces erreurs. 



.y Google 



CORRESPONDANCE. »i5 

S'îr est un principe géaéral et adaplë par tous les anlears de 
mécanique , c'est bien certainement celui-ci : Une force peut étra 
supposée agir en an point quelconque de sa direction. Ce principe 
est ënoDcë dès les premières pages de tous les traites élémentaires : 
en le trouve également dans la Mécanique céleste ^ dans la Méca-^ 
nique analiiique ; et , à la page 34 de sa Mécanique , M. Poisson 
s'exprime ainsi : « Si une force donnëe F agit au point m suivant 
» la direction mK ^ on peut, lui substituer une force ëgale et da 

> même direction, appliquée au point m', que je prends au har- 
i> sard sur la ligne ttiA , et que je suppose lié au point m , par 

> la droite inflexible mm' ». La démonstration ou ta preuve vient 
ensuite , et elle n'admet aucune restriction. Cependant , d*après la 
définition du moment d'une force ^ ^r npport à un plan, donnëe 
page 4s • l'auteur dit , page 67 : « ce moment dépend du point 
* d'application de la force». U semblerait donc que, dans ce cas 
au moins » c'est-à-dire , lorsqu'il s'agit des momens des forces par 
rapport à un plan , le principe que le point dapplicotion d'une Jorce 
peut être pris au hasard sur-jsa direction , n'a plus lieu ; car , ^ 
l'admettant, le moment d'une force par rapport & un plan est une 
expression vague qui peut devenir tout ce qu'on voudra. Maïs non , 
le principe est général , et l'auteur s'en sert pour trouver les con- 
ditions de la stabilité de l'ëquilibre des corps floltans ( pag. 4ii 
du 2.*"" Tol. ). U substitue aux pressions verticales de l'eau , qui 
s'exercent sur tous les points de la surface du corps qui y flotte, 
des forces motrices , agissant sur tous les élémens matériels de ce 
corps , dirigées en sens contraire de la gravité et égales , pour chaque 
mole'cule , au poids d'une molécule d'eau du même volume. L'auteur 
parvient de cette manière aux conditions déji connues de la sla-^ 
bilité de l'équilibre des corps flottans } mais supposons ces condition» 
inconnues et qu'il s'agisse de les troaver , on pourra , en faisant 
usage du principe en question , s'y prendre d'une înfînilé de ma- 
nières qui conduiront à autant de .résultais diflérens. Car, 1.* en 
ne déplaçant pas les points d'application des pressions verticales d« 
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l'eaii , et en les laissant & la surface du corps , on aura , pour la somma 
des ces momens de forces , par rapport au plan horizontal du niveau 
de t'«au , une somme double de l'expression trouvée par M. Poisson ; 
2." en déplaçant les points d'application / ce qu'il y a de plus 
simple , c'est de les porter tous sut le plan horizontal du niveau 
de l'eau ; la somme des momens sera alors nulle ; 3." enfin , eo 
déplaçant «ncore les points d'application , pour les porter ait hasard 
Sur les veitïcales correspondantes, la somme des momens sera aussi 
prise au hgsard; et dès lors le» conditions de la stabilité seront 
tout ce .(ju'oQ voudra. 

Metz, le it dccembrfi i8i4> 



Extraits de deux lettres adressées au Rédacteur des 
. Annales , relativement au pendule à point de suspension 
mobile (*). 

Extrait d'une lettre de M Argakd. 

Les mêmes considérations qui m'ont conduit , Monsieur , 4 trouver 
qu'abstraction faite des résistances et de toutes forces étrangères , 
la tractoire doit âtre une cycloïde , me semblent pouvoir être égale- 
ment appliquées à la question du pendule dont le point de sus- 
pension C est entraîné horizontAlement d'un mouvement reclîligne 
et uniforme. Si l'on suppose , en effet » que tout le système soîl 
entraîné d'un mouvement égal et contraire 4 celui du point C, ce 
point se trouvant alors immobile dans l'espace , le pendule deviendra 
un pendule simple ordinaire , dont il ne sera plus question en- 
suite que de combiner le mouvement connu , avec un mouvement 
du système égal et contraire ï celui qu'on aura supposé commua 
\ toutes ses parties. 

La solution de M. Dubuat ne paraît pas s'accorder complètement 

a^ Yojrei le page 55 de ce volume. 
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CORRESPORDANCE. J17. 

•▼ecee r&ultat. Il trouve pour y un maximum -{-i , ind^endamment 
de la vitesse b dii point de suspension; tandis qu'il est évident,, 
même sans calcul , que la gravité étant donnée , en peut prendre^ 
la vitesse-i assez petite pour que lependule ne s'écarte de la ver- 
ticale qu'aussi peu qu'oo voudra ^ et qu'alors le maximum à^ y 
sera très-près de — i. 

J'observe que , dans le pendule simple , on peut imprimer au 
poids une vitesse telle qu'elle ne lui fasse pas parcourir une demi- 
tûrcooférence d'un même e(t^ Afi la verticale , auquel cas le ma" 
àjmum y sera compris entre — i et +1. J'observe , en second 
lieu , qu'on peut lui fa^re dépasser la demi-circonférence ; alors , le 
poids tournant constamment autour du point de suspension , il y 
aura nécessairement pour y une infinité de positions qui répondront 
'au maximum ~\- 1 . 

Entre ces deux degrés de vitesse y ïl en existe un qui fait par-r 
courir au poids une demi-circonférence précise d'un cdté . de la 
verticale ; mais alors il doit employer un temps infiniment grand 
i parvenir i cette verticale, c 

D'une autre part, on peut îonginer que le point de snspeosîoa 
et le poids reçoivent tous deux une imjpulston absolue telle quA 
l'impulsion relative soit celle qui convient au dernier cas dont je 
viens de parler. Je conjecturerais que c'est à ce cas que se rapporte 
la solution de M. Dubuat ; du moins les figures qu'il a données ;> 
soti résultat à'xm maximum constant pour tous les cas , et l'existence 
d'une asymptote , s'accordent fort bien avec les diverses suppoiïtîons 
qu'on peut faire sur les différentes impulsions absolues ; mais je 
n'en puis dire davantage dans une matière isnr laquelle je n'ai peutr 
être pas des notions suffisamment approfondies. 

6i TOUS trouvez. Monsieur, que ces observations aoîest fondées, 
je pense que l'estimable géomètre qu'elles . concernent ne sera pas 
fâché de les connaître ; et je vous prierai de lui en communiquer 
la substance, si vous en ares l'occasion. 

paris, le 30 octobre i8j^. 
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3i8 CÛRRESFONDAI7CE. 



Extraii d'une lettre de M. Dubuat , professeur à 
Técole royale de Varlillerie et du génie. 

Je TOUS suis tris-oblîgë , Monsieur , de la communication que 
TOUS avez bien touIu me faire des observations de M. Ârgand sur 
la solution que j'ai donoëe du problème de dynamique proposé à 
la page-Sso du ^J°* Tolume des Annales. Je conviens que cette 
solution n'est qu'on cas particulier , et que j'ai choisi la constante 
^intégration telle que le problème soit susceptible d'une solution 
complète et finie. Voici la solution générale , qui suppose que la 
position d'un pendule simple ï centre fixe est donnée en fonctions 
du temps. 

Les coordonnées du point mobile de suspension étant x' , y' i 
et celles du point entraîné x ^ y , les équations différentielles de 
condition sont , en nommant h la vitesse constante du point de 
«uspensioQ 

(*'— *)(dj'— d*)H-(y'— y)(d/— d)')=o , 4)^=0 , àx'-Ht i 
n est facila d'en conclure les équations 

-=Ks>-s). g:=Kr'-rr)-*; 

qui sent celles du monvemeot du pendule , sa longueur et sa masse 
étant prises pour unités , la gravité étant représentée par g , et 
Indéterminée /* étant Ja tension de sa rerge. L'élimination de- 1* 
donne 

Soi* *■— j;=s»Sin.f , ^'—ysïCos.f ; si l'on substitue ets Taleurj dans 

T— t jr^fl'^ation précédenledeviendraicause de— =oet-7--=o, 

d»* -. . 

— =-^SiD.f ,; 

<loal l'intégrale est 
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La constante C se détermine par la coodilion qui l'origine du. 

mouvement le pendule est dans la situation verticale , ce qui 

donne x* — x=o j Sin.f=so , Cos.f=i , et par conséquent 

àx'—dx d* , d* T -. 1 • ""* . J 1 1. • 

^~- — ^ — ^6 7- . La vitesse anf^ulaire -r— est donc , a i on- 

gine du mouvement, égale à la vitesse donnée 3, moïas la vïtesw 

•r— du pendule suivant l'axe det x ; mais celle-ci étant nulle , ce 

qu'il est facile de prouver , par les équations de condition et par 
des raisonnemens analogues k ceux des pages 333 et 334 du IV.*"* 

volume des /tnaaies , il en résulte que la valeur de — , k l'origiM 

du mouvement , se réduit & h. 

Substituant cette valeur dans llntégrale ci-dessus , et faisant 

i» ■ . • 

Cos.9=i , on trouve €=■ — — i » ce qui donne » pour l'équation 

différentielle entre f et / . ' 

df=d/v/^j— -1+Cos.fî" ; 

équation qui est aussi celle du mouvement d'un pendule simple 
\ centre fixe , dont la longueur est j , et dont la vitesse au point 

le plus bas est — . 

Cela posé , soit f =5F(/) l'expression de la vitesse angulaire «n 
fonction du temps ; on aura , à cause de x'ssht et de y*^=x 

,=3/— Sin.[F(()] , y=i-Cos.[F(0] . 

Telle est la solution générale ; voici présentement quelques cas pUr 

ticuliers, i.* Si i=:o lé radical ^^^—i+Cos-f est imaginaire; 

il n'y a donc pas de vitesse angulaire , et le pendule reste en repos. 
Mais si b , sans £lrc nul , est très-petite par rapport ^ ^ , le cosinut 
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«o QUESTIONS RESOLUES. 

Tarlïlife Gos.^ est toujours trfes-près de l'unité , afin que la quaii- 
tîlé sous le radical soit positive ; Sîn,^ est donc toujours très-petit , 
en sorte que l'abscisse s . dîJï^re très-peu de l'abscîsse jr' et qua 
l'ordonnée y diffère très-peu de l'unité. Le pendule entraîne par 
son point de suspension , reste donc toujours , comme M. Argand 
le remarque , trè^-voisîn de la verticaTe. 

a.* Si la Tilesse i est telle que — =3 , on m l'amplitude ver- 
ticale de roscillalion du pendule simple est égale au diamètre ; 
l'équation diJTérentielle entre àf et d/ est intëgrable , et on peut 
avoir les expressions de ;r et ^ en fonction du temps sous une 
forme finie quoique transcendante : c'est le cas que j'ai développé 
3i la page 55 de ce volume ; les calculs doivent y être corrigés 
d'après la solution générale précédente. 

3." Enfin, si l'amplitude verticale de l'oscillation est égale as 
rayon, ou si 6'^2gf l'équation entre df et d/ prend cette forme 
très-simple à^^^dt^ 2gCoa.f ; mais elle n'^est pas intégrable. 
; Metz. le ii décembre i8i^. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

i . Problème de Dynamique. 

AB QSt une,' horiKontale donnée sur le milieu de laquelle on a 
élevé verticalement une perpendiculaire indéfinie ; on demande en 
quel point C de cette verticale doit être placé le centre d'un pen- 
dule d* une longueur égale k CA ou CB , pour que ses oscillation* 
commençant au pmnt A et se terminant .au point B s'exécutent 
dans le moindni temps possible ? 

Problème d Arithmétique^ 

"Quel est le nombre dont les ' puissances successives ont pour 
Xvatt n derniers chiffres l droite les n derniers cbiffres de ce 
nombre , disposés entre eux de la même manière que dans le nombr* 
<àont il «'agit ? 
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ASTRONOMIE. 

Eawi dune nouvelle solution des principaux prohlèmea 
dtistronomie ; 

Far M. Kraup , professeur , doyen de }a faculté de$ 
sciences de l'académie de Strasbourg. 



( Quatrième Mémoire ). (*) 

11 5. Xjk position du plan de l'orbite d'an astre ^fant snppos^ 
connue ^ soit par des calculs antérieurs , soit par des obserratioas 
imites près des nœuds > le problème de dëtertniaer les autres ëlë- 
mens a été ramené dans le second mémoire ( Annales, tom. IV , 
pag. 248 ) aux quatre équations qui suiftnt : ' ~ 

1." n a =Sin.^Sin.xSîn,'^ , ' 

2.* n'5 =!Cos./*Sin.ij-;Cos.'^+Sîn.^Cos.*) , 

3.* n c ssCos./tSin.^' » 

4.* .n^^='4'4-Sin.;tCo8.a;Sin,'f , 



{•) Voyes les pager 161 et aS; du IV.""» volume et b page i." do celui-ci. 
L'auteur prie tes ledeu» de- vouloir bien excuser i» âisiraction qu! lai a fait em- 
plojter , aux pages 18,^9, ao , ai du 3,™< nttfmwire , pour détigner la denù- 
soimw de» anomalies excentriques , au lien de U lettre k qu'il avait destinée J cet 
«sage, dans les mémoire/ précédens', U' lettre f qw'il a coMUpUOent Masure* 
k étùfftet l'awmialie vraie. . 
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*2i PROBLÈMES 

JUu leUses a , i , c y d dëugoeal ici de* yiantïlJe qu'oa gsut 
Imm^iatemeot déduire des deux observations qui snifisent i la 
solution du problème , dont les ÎDconaues sont représentées par les 
lettres /* > ^ > "^ ^ n. La première /* est l'angle qui détermine 
rexcentricilë de l'orbite. Les angles x <' ^ ^°^^ * ^'^in la demi- 
MOMne' et l'autre la demi-diffërence des anomalies- excentriques de 
l'orbite , qui répondent aux époques des deux observations. ËnBn n 
est une fraction ayant pour numérateur le demi - grand axe 
de r^bita de la terre,, et pour dëaominateur celui de l'orbite de 
Tastre. Cette fraction n est positive dans le cas de Xellipse , né" 
gative dans lé cas de Vhyperiole , et nulle dans le cas de la pa- 
rabole. Dans les deux der^ijefs, cas ,, no^ quatre équations générales 
doivent subir quelques modifications dont nous parlerons plus loin. 
ii6. La troisième de ces équations ne renfefme que trois des 
quatre inconnues du problème , mais les trois autres les comprennent 
toutes les quatre. Il se présente toutefois uit artiBce asseK «mple, 
pour remplacer les quatre équations par .deux autres qui , sans 
<tre plus conpiiquées , ne renferment que deux des quatre inconnues, 
•avoir : l'angle ^ et le facteur n. Nous poserons d'abord pour cela 

117. Ajoutant alors ensemble les quarrés des deux membres des 
première et troisième équations , on aura 

n\a*-^c') ou B^'=Sin.*+(i— Sin-VCos.'*) ; 
donc . . ' 

Sin.VCos.*a:Sin.»+=Sîn.«^— «y» ; 
mais , la quatrième équation donne, en transposant et quarrant , 

Sin.VCos,'j»!Sin.'+=(Wi/Srr+}' i 
donc 

118. Si «nsaite nous multipliou l'équatioa 
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D'ASTRONOMIE. aaS 

j>^tsSiii.''f-(i>-^iD.*ftCos.'x> 
par le qaanré de la troisième 

nV=Co$.■^iD.•'^ , 
nous aurons 

BVy* = Cos.»/.Sin.'*(Sin.'^— Sin.VCos.'a«in.'+) ; 

inais , en éleVânt au qoarré les deux membres de la seconde ,, 
on a 

»***==û>C/^io.'+;Ço3.»++3Sio./*Cosj:Cos.H-Sm.VO».'*) ; 
en les ajoutant donc , membre i membre , il viendra 
iï*^'=Cos.'/^in.''K^H~S>n-/^o»-*Coa.+)* , 
d'oik 

n*Â^Gos./*Sb.4\i-HSn)>/^os.xGis.4') ; 

mail la seconde , étant multipliée par Cos-V* ^ devient 

il*JCos.^=Cos./*Sin.^(Cos.*iH-Sia.pCosJi:Co8.'(') ; 
c« qui donne , par soustraction , 

«'(A— *Cos.*)= Cos.^in.N'sswSîn.** ; 
^est-^ire ; 

ll(j(— «Cos.^):=c5ta.*^ ; 



d'o& 






Le problime se trooTe donc ainsi réduit aux deux équations uses 
ûmples 

b(*— ^Cos.+JsfSin.»* . 
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119. Cette deraiite éijuatioii nous ippread l frooTcr l'ane des 
deux incoaaues n et ^ lorsqu'on connaît l'autre , ou lorsqu'on lu! 
suppose une valeur quelconque. Supposons d'abord n connue , et 
posons , pour abréger « < 

Dotu en déduirons 

Cos.+= , 5in.*J,= , 

Sin ,.€».;,= =5±2, c...^""-— '^'^.f 
ac a/* 

On aura ensuite , en supposant le rayon de' l'orbite tcirestre égal 
i l'unitë. 

Distance pénhilie = ^— : 

— , , ■. i-4-âin.M 

Distance t^Aéiie = — I — — , ■ 

i20>^Le cas de la parabole est celui de a=o , ce qui dmne la 

distance périhélie égale k ' — -r— .Dansceluidel'byperl)ole,Rderieot 

négatif, ce qui donne à Cos./* "une valeur imaginaire; Sîn.^ est 
alors une quantité très-réelle , mais plus grande que. l'unité '; U 
dbtance péiihélie gardera dose la valeur poûfive que nous lui supposons 
dans l'ellipse ; mais la dislance aphélie deviendra négaiiee. 

121. Si les observations sont assez rapprochées pour que l'angle ^, 
demi-différence des anomalies excentriques , puisse être confondu 
avec son sinuSjSanserreur sensible, la quatrième de nos équations (ii5) 
deviendra 

n(/ï/n=Sin.+(i-|-Sin./.Cos.*) ; 

ce qoi donne , en substituant i Siii<^GoSif la valeur ^uÏTalente (i 19) 

•H-B. „. . ■ 

'■ , 1 équation 
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«t ensuite^ eo quarrant et mettant (119) pour Sin.*^ sa Taleur, 
Le qaarr^ de sc+ni+R 'devient ^ en développant 
mul^pliant cette expression par zch^^nh'-^-bR ^ il viendra 
on aura donc i'ëqnation 
ou 



élevant au quarré de part et d'autre , il viendra 



eu , en réduisant , 






n est donc déterminée, et' conséquemmenl le proMimt est r&olo; 

123. Si le second terme r—r- est assez pebt pour que son quarré 
puisse être négligé devant le premier terme h* , le radical deviendra 
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A+ ; 



^-1 ; on aura donc , pour trourcr n , l'expresrion entîèremfDt' 



ru'3* I z_i_ *'*''' 



_acJ»— »fi 



C'est la formule i laquelle nous avons ^té condnils , dans le mé- 
moire prérédent , en supposant Sin.^=^, el de plus Co5.^=i* 
X^ difTérence entre l'uniié et Cos.'f' u'a pas été négligée dans Itanalisa 
actuelle; aussi la formule 






4c'rf' 



doit-elle être regardée comme plus e^iacte que l'autre. Ainsi done 
la solution rigoureuse du problème où il s'agit de déterminer le 
demi-grand axe de l'orbite d'un astre ^ moyennant deux obserrations 
assez rapprochées pour que la demi-dîlTdrenf^e des deux anomalies 
excentriques puisse être sensiblement confondue avec son sinus , 
conduit fitialement à une équation tris-simple du second degré. 

123. Pour voir jusqu'où peut aller la différence entre les deux 
formules , revenons encore à la seconde comète de Méchain , dé- 
couverte .en 1781, qui nous a déjà foorm' l'exemple du mémoire 
précédent. En faisant usage de l'ancienne formule , nous avooa 
trouvé 

Toyons ce que donnera la noaralle. En faisant usage des obsemUew 
des j4 *t >9 de noTembre, nous aurons 

«=—0,0065710 « 

*»+o,io66774 » 



DigilizedbyLjOOQlt 



On • 



D^ÂSTftOIfOHIE. 341. 

£=:-HS,ioi!4968., 

^=+0,1071757 , 
3+iS=+o,2iS853i , . , 

i»=o,oii38oo68 , 

-— — =o»oooo38o4o . 
*+* 

Ija petitesse de ce second nombre , par rapport au premier , nous fait 

prévoir que la diiférence entre les deoz résultats sera' peu sensîbte^ 

eâectiTement , la Dourelle fonnule donne 

n= — 3>4i826 ; 

la différence est au-dtssous d'an trois millième ; elle sera toujours 
d'autant moins sensible qu'on aura employé des observations moîn» 
éloignées entre elles. 

I34- Revenons aux deux équations (ti8) dèsquellei dépend là 
aoluiion rigoureuse et générale du problème ; savoir : 

nd\/ ^=^ / 5in.»4— «^ ^ 

Il ne coûtera rien d'éliminer Hnconnue n ; il en résultera pont 
l'autre inconnue ^ une équation transcendante et de plus très-compliquée. 
Four éliminer ^ , il faudra employer des moyens approximatifs. 
En faisant ^=Sin.i^ ^ la ' première équation deviendra 2^in.^= 
{ti^-\-J^)^n % en combinant cette équation avec l'aulro n{h — ^Cosvi|.) 
s=£Sin.*4', on aura , en éliminant les sinus et cosinus de l'angle ^, 
une équation en n très-composée du quatrième degré , laquelle 
toutefois pourra être réduite & une équation du second . et ce sera 
«elle que nous avons déjà obtenue (laa). £a faisant 
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on aura pour n une ëquatîon encore bien plo* coraplîqnëe da 
sixième degré. 

135. Il eaï beaoconp plus convenable de s'en tirer par le simple 
emploi de la règle de fausse position. On supposera ii l'angle + une 
▼alear quelconque , plus ou moins grande , d'après L'interralle de 
temps ^ui sëpare les deux observations. On aura 

et substituant cette valeur de n dans l'autre 

on aura , par un calcul très-facile , l'erreur que cette fausse po^ 
silion aura produite. Un second emploi de la règle donnera ordi- 
nairement l'inconnue n qu'on cberche « avec une précision suffisante. 
136. Effectivement, le problème présente peu de difficultés dans 
le cas de l'ellipse ; mab ce n'est pas le cas ordinaire. En appli- 
quant la méthode eipesée dans le précédent mémoire à dix oa 
douze comètes dont les orbites ont été supposées paraboliques , et 
calculées dans cette supposition , fai presque toujours eu une va- 
leur négative pour yi « indice infaillible de l'hyperbole. Il convient 
donc d'apporter k nos formules les modifications que cette courbe 
exige. 

127. Soient ainsi C le centre ; A le sommet ; F le foyer; et 
soit B le point oii l'asymptote est rencontrée par la tangente AB 
au sommet A , ce qui donnera AB= CF. Nous conserverons au demi-axe 
transverse CA de l'hyperbole la notation qu'il avait dans l'ellipse; c'est- 
i-dire . qoe nous ferons AC=3. Et , comme l'autre des deux axes \ 
de même que l'angle désigné jusqu'ici par ^ deviennent rmagïnatres 
dans l'hyperbole > nous choisirons , parmi les angles réels , celui 
^UL M rapproche te plus de cet angle ^ , afin de coDserrer l'ero- 

f loi 
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plol de cette lettre , et d'établir une analogie convenable entre les 
formules elliptiqaes et hypcrbolïijuek Ainsi , nous désignerons l'angle 
ABC jpar /* ; ce c^ui donnera 

AC=i , 

AB=W:ot./. ; 

BC=CF=iCosec./. . 

L'ordonnée FN , qui répond au foyer de l'hyperbole , dont Ile double 
est ce qu'on nomme le paramètre de la courbe , et dont nous au- 
FODS besoin par la suite , deviendra donc Mj0tV> L'expressioa 
générale du rayon vecteur FM sera 



FMx 



Sin./i-f-Coh^ 



en continuant de désigner par f l'anomalie vraie , ou Panglé AFBff 
138. En employant ces notations , on trouvera , pour la surface 
du secteur curviligne AFM , proportionnelle au temps , l'expression- 
qui suit : 

sAFMsï f-r ^i'Cot/tLog. — , -, , 

Si r dans cette expression ^ on fait 

i+an./>Coa.»4^o«./«Sin^' 



=Log.- 



Ces^H-Sin./» 



elle deviendra: 

3AFM=AB.BC.f-:^il— AC.AB.* ; 

et si ,. dans celte dernière , on fait A.Cs=a ,- BC— <: , et qoe de 
plus oq remplace AB et * par ih et- U > / étant ^^ , on retroa- 
vera la formule elliptique connue- 

3AFM=s0J»— JcSin.» 3, 
Tonte F: ^ 
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l'anomalie excentrique de l'ellipse sera donc remplacée ici par le 

logarithme naturel de la fractioo 

1 4-Si n.^Cot, f+Ca» ./iSin.f 

On sent , an surplus , que , dans l'hyperbole de m£me que dans 
la parabole , l'anomalie vraie f , de même que l'excentrique > , est 
toujours comptée depuis le périhélie. 

1 29. n conviendra de choisir quelque signe représentatif des deux 
fractions —J- — et , analogues ï Cos.» et 5//i.». Tîous 

conserverons ces deux notations , mais en les écrivant , comme nous 
venons de le faire , en caractères italifjues. Ainsi , au lieu de 
0)s.*«+Sin.*»:=i , nous aurons dorénavant 

Nous aurons de même 

Cos.*t^Sin.*M.^Cos.2K , 

2C0S.*u = C0S.2k.+ 1 t 

iSin.*K=iCos.2K-~-i , 
zCos.uSïn.K^Sin.Zm • 
Indépendamment des caractères italiques , les notations Cos.» et 
Sin.' seront toujours reconnaissables en ce que , dans toute cette 
anatise des orbites hyperboliques , elles seront Invariablement liées 
avec les angles « et «' , de même qu'avec leur demi-somroo- et 
leur dcmi-diiférence , et jamais avec l'exceolricité ^, nï avec les 
anomalies vraies f et f\ 

i3o. Le développement en séries donne 



Coj..= i + - 



1.2.3.4 i.a.3.4.5.6 



*'''-=f+;T7+-T77+ 



1^.3 1.3.M-&. 1.3.3.4.S.6.7 
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Ces deux séries connues sont décomposables en fadeurs inûnis. On 

Toit que Cos.» et sont toujours plus grands que l'unité , tandis 

que Cos." et ^— étaient constamment moindres que l'unité. Heu- 
reusement , de nos trois sections coniques i l'hyperbole est la moins 
fréquente dans ses applications , sans quoi il faudrait construire des 
tables de Cos.» et Sin,» , comme nous en avons pour Cos.* Sin.«. 

l3i. En introduisant deux angles quelconques » et >^ , indépendant 
entfv eux , on aura les expressions qui suivent 

. *Vi.(.'+.)=5mi..'Coj.^C<«.,/&'/i., , 

Sin.{n!-~'^^Sin^Cot,m~-Cos,»'Siit.» , 

Cos.(,,f+^aCoi^Cot.r\-Siii.^'Sin.. . 

Cos.\.~ •'-Cu.JCos..—Sm^SiB.» ; 

d'oik il résulte 

sSm..'C<>s^=Slii.l.'+.y+Sii>.(J-») , 
3Cos.JSin..=Siii^/+»)—Sin.W-') . 
aCos..'Coj..=C<«<.'+.;+Cw-C.'— ) • 
ai;ii.^5i»..=Coj.(.'+.)— Cos.(.'— .) . 
i33. De l'anomalie excentrique . , on repassera facilement iVmt- 
malie vraie que lui répond; on aura 

On aura de même le rayon vecteur FM par la formule 

j- Cot.1 — Sin.^ ___ Cos.» 
T "~ Sin.^ Sin./* 

enfin , la surlace in secteur AFM se trouvera , p« la formule 
^èft-aimple ;. ' 
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2AFM— i'Cos./i(Cosecj«5/n.*— ») . 

i33. Les deux expresalnns littérales de P , Q . de mime que 
de P' j Çf f subiront les modifications suÎTantes : on auia 

p^f c<«.(H^)=S::^c«.c.+,) , 



, Q= ; Sb.(^,)= ~^' '- Sin.(.+rt : 

ce qui se r^uit à 

P —Cokci'Cm^—Cos.' CM,r—Cm^in.-S\n^ , 

Q =Co8ec^m.i— Co».- Cos^+Cos^^Sm^OlS.^ , 

F'=Cosec.pCosj— Co/VCo»..— û».(JiV>.»*inj - 

Ç'=Ck>Me.^ui.^C<«.<"--- ' -—'«"■••'Cos-' . 
^ =Cio5ec.^.£0j.«— I 

R'=Cmec^.Cos.''—i : 
134. Le» expressions Jt—Bf, PQf—P'q, BH'—PP'—Qq' sn- 
bisseat d« mftme quelques modifications, exposées dans le ubleau 
qui '«ait : 

' S — ^'=Cosec^<7(?j^— Cof.»0 • 
(/■Ç'-P'®Sin.V=Cos^5Hj..'— 5/n.«)— Sin.,Cosj'JiV).(«'-«), 
Afl'— i>P'— ÇÇ'=Cos.',Coj.(-'— .)_Cos.',. . 
A l'exemple de l'ellipse , nous désignerons par X et '>' la demi- 
somme et la demi-différence des deux anomalies excentriques fic- 
tirej •' et .. On aura ainsi 

•'+■="• I d'oJ "='=+*' 

Comme le< angles z et 'l' se rapporunt aux anomalies excentriques 
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- « ^, le, noftltoM^K,.^. Ces. x, &„.+ , C„.+ con.InueroM 
lare pru« dans l« «m du n.» ,,9. Od .ar. 

(P^— /"g)Sia.V=iCov5'«.+(Co«_SInj.Ci„.+) , 
■««'-■PP'-eÇ'=iCos.Vn.'+ . 
En coinparmt c« équatious à cellea de l'analUe pricidente ( ^m,./„, 
tome V, pag. 24, . e> tom. V, pag. ,8 j ea voi. qu'en divban. 
eé«én.hmM par Sin.', les eiprewiou. elliptiques , on parïienl i 
celles de l'hyperbole. ri, r 

■35. A ces trois Ajustions , il conTient d'ajouter la quatrième, 

VL^'L^ '" '"'"" "*" •""" ''yp«boliqne , proportionnelle au 
temps, o- , eu (i3a) 

»~"M^J!.CosXCosec.,Sm._.) , 
oa aura de même, poar une lecm». , 

3AFM'=:*'Cos^Cosec.^5/n.-'— -0 . 
Otant la première de la seconde , îl résaltera 

aMFM'=a4*Cosj»(Cosecj»CojJ:&'n.+— +) • 
La surface de ce secteur, est proportionnelle au temps qui sépare 
les deux obftenrations , c'est'-i-dire , à l'angle l' — I ; reste donc i , 
déterminer le facteur par lequel il faut multiplier Tuoe de ees 
deux quantités , pour que le produit soit ri^ureusameot égal & 
l'autre. 

i36. Concevons généralement deux astres , foamant autour du- 
mftme centre de forces dans deux sections coniques , dont les pa- 
ramètres soient 2p * 2// ; les lettres p » p* désigneront ainsi les 
ordonnées des deux sections , ^ leurs foyers respectib. Supposons 
de plus que l'uo de ces deux astres décrive le secteur ^ dans 
le temps T , et l'autre le secteur A' dans le temps T*. On saiC 

^'alora les deux Cractlons jrp et "^r^ «eronl égales eatre elle»; 
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Ainsi , dans Je eu T~J^t tes- aires Â, A' dunt rapposëes dëciites 
dans des temps égaux , on ayra la proportion y très .- générale , 
A '■ A'^\(^ : yjf ; c'est-à-dire . les aires des secteurs sont entre elles 
eomme les racines quarrées des paramètres des deux orbites. 

137. Appliquons cette proportion \ l'analise qui nous occupe. 
L'un des deux astres est la terre, décrivant, sur un cercle du rayon 
a ) l'angle au centre f — I, Le demi-paramètre est ici a \ et la surface 
du aecleur est \a\¥ — #). L'autre est une hyperbole dont le demi- 
axe transverse est ^ » la distance du foyer au rentre ^Cosec./>, et 
le demi-paramètre 3Cos.'^. Cette comète aura donc décrit , dans 
le temps même qui sépare les deux observations , l'aire MFM' , 
dont nous venons de donner l'expression littérale. Cela donne la 
proportion 

d'oii résulte l'égaliié.— — -^ — ""^ 
_^ —^^ , ''>/^(*'— OCos-^^aMFM' } 

"^ bien 

i38. De même que, dans les problèmes pricédens, nous devons 
«0U5, rappeler que la fraction t , ,„; „,uaipiie /• , p., q^ g, ^ 
d«s ]« formules du n.- 55 (!„./„, tom. IV, pag. 1^5 )'. esi 
•U«-méme une de no* Inconnues. En faisant, comme cldesius , 
■^—n , et en conjerrant les noialions 



P=nM 

'P'=nft'. 



Q=nlf 
Q'=nN' , 



=nO ; 



ajLA-. ■ ' " ' y> " . "• , W , seront celles qu'on aun 

dMniles .uimédialement des formules du n.» 55 , lesquelles a. 
«■S»e près, sont identiquement le. n>«me. dan, l'ellipse e1 d... 
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!.'hTperbole. Ces quantités pourront être regardées comme connues ; 

tandis qu'il faudra regarder comme inconnues la fraction — acn , 
aussi bien queî^^:»n^. 

133. Nos quatre équations deviendront' ainsi 

■ n*(00'^MM'—NN')=a.Gos.*^inH , 
ny/n(*' — l^=i2Co8ec.y»C(Jx.xSM.^-— aij- . 
i^o* En conséquence « en revenant aux notations déjà employée» 
dans les mémoires prëcédens (Annales, tom, V , pag. 18), savoir: 

-. ■ 3C»=0É>'— Jlfjtf'— JViV',, 

le prd>lème sera fuilement rédâit aux qudire équations qiû raWuiti 
n as=Qosecj*Sm.KSinrt' , 

n e~Co\,ftSin.'i' , 
n^^=Cosec./.Coj.x5m.'f— ^ .' 
i4i> En suivant une marclie analogue ï celle qui a été enseignée 
au commencement de ce quatrième mémoire , et en se rappelant , pour 
les réductions, que Coj.*'4»— >S'/ff.*t|'=i , on parviendra de même & 
réduire ces quatre équations à deux , ne renfermant plus que les 
deux inconnues n et 4' * savoir : 

eSin,*4' 
i4^. Cette dernière est identiquement la même que dans l'ellIpsè 



.y Google 



336 AN ALI SE 

(ii8), mime en ayant 4gard aux signes. La première diffère de 
celle qui a élé obleaue pour l'eilipse dans le signe de l'angle ^, 
* et de plus dans celui de n*/^ , compris sous le radical. Oo le* 
résoudra de la même manière ; et deux emplois de la règle' d» 
fausse position y sofEront. Une valeur (quelconque de "P qu'on aura 
supposée , conduira ïmmédîalemeDt Ji n ; et substituant celle valeur 
dans la première , on s'assurera de l'erreur que eelte supposition 
aura oecasionie. Mais il ne faut pas oublier qu'il est question ici 
de. sinus et de cosinus hyperboliques, pour lesquels on a 

aCos.-i^=e -\-e , 2Sin.'4'=e —e 
%a employant les sinus et les cosinus des tables q^u! nous onl 
oonduit (ii8) aux deux équations Ënaler 

n[h — *Cos.+)=:rSin.<ï' , 
«n aurait beau faire 'pour ^ toutes le» tupposilions imaginables ^ 
aucune valeur réelle oe pourrait y satisfaire * attendu que , dans- 
I^fayperbole , la valeur de cet angle est réellement imaginaire. 

ANALISE ALGÉBRIQUE. 

Recherche» sur le développement numérique des fonctions 
que M, Kramp a dénotées par A et F , dans s<m,- 
Arithznéti^e universelle ; 

Par M. Argand^ 

T.- ■Li'EHTLOi fréquent dont les fonctions- désignées par M. Kramp 
par A et Psont susceptibles, .est sans doute un motif pour chercher 
ï en étendre la théorie. L'objet parliculieF de cet écrit est de recueillir 
quelques résultats tendant i facilite^ la détermination numérique de- 
la. valeur de ces fondions , lorsque la variable est donnée.. 
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3. La fonction iéaigaée par A ( Jrith. uni». d.<* 56o ) est 

AB=5,n+^.n»-|~^^n*+i?(B»+..... (A) 

Bf, j9| , B^ , .... étant les nombres de BemouilU ; et on a le 
théorème suivant ( ibid. n.* 673 ) 

2_A_J. I L._L _L__î__î= i-ÎLo îi^-l-A-— A— ^l 

faisant — =r . on obtient 

,+ _! — h-^+...-l- ^ = — iLog/i4-^/»)+An-A-^î. (B) 

Oo tire de cette demi&re équation , en. faisan^ 9~i » 
Log.(i+/.)= A -i- _A.+ (.+ i + i +....+ -^ ) . <C) 

Mettons i-\-n pour n dans l'équation (B), et noua aurons, en 
iiolant A(iH-«), ■ ' ' 

-Log<.+/>+;»»)+A-^ ; (D) 



i+H-/.»=(i-HpXi+b)-ii=(i+;,Xi+/.) I ■- .„^"„^) I i 
donc , en employant la valeur de li0g.(i+^) » (C) j 

I-g-('+A'+;'«)=A^ -A.+ (n-i + -i+»..+ ^ ) 

4.L.g.(.+«)+w[.-j;:;;^]. 

Réduisant les fractions de (D) en séries, procédant suivant les 
puissances positives de n , et substituant la valeur que nous venon* 
de trouver pour liog. (i-t-;>+^n) » nous aurons 
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A(i+»)=Ai— Log.ri— , , " . , 1-A-î- 
^ ' ' " L (i-h')<>+")J i-W 

+ I +n —I 

t n n> n^ I . 

"''7~4"''T~l6"'" ~~ 

+ iL_r+jîf: . .' 

B an» .4"* 

3 ~ 9 >7"~ 

, n- «1 . , ; , 

- "+ T -.-+■■• • 

p étant arlûtraire , faisons - le itt&tù ; Lo|f. r -— et 

Arj— disparaitroni, et il restera 

jX»+»)=Ai+»Cj+';+A+-}+"'C+i-i-;^-ii— •■) 

éqaatios ^ae nous ^écrirons .ainsi :. . ' . ; 

A(i4-n;=Ai+-?.,n+x,B»+x,B*+ (E) 

3. Or , » l'on fait 

I ^tant employé comme iodlce général , on trouvera 
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»,t=— iH-iS, ; 

»,=— ;+5,— 25,+.?^ , 

>,i = + --—S,+3S,~-fSS,+S, ,■ ■'■ 



aSg 



(F) 



or , les séries 5, , S^,.,.. sont sommables ,( Introà. d'Euler. 
Àrith. unie. n.° Sgg.) ;' on pent donp TilStermrner les valeurs nu-r 
mérlques des coefficîens \,,X|4.(.. 

On tire des équations' précédentes " " ' ' ' "' ''" '"' 

A^=— :-h$,— (x,H-3a,+3x,) , 



formules qu'pn peut employée \ vérifier le calcul, fait, par les 
équation» (F). 

Obserrons que, ai Yan.Uni, en généra) , T,«5,-^l , on p6uitA 
substituer T ^ S dans les équations (F) , excepté dans la première. 

4. Quant à Ai on' peut le calcuTefp^r la -forniiilé"(C) , en 
prenant pour p un nombre ass^z grand, pour qu'en développant 

A—— par la formule prîmiliTe ^A) , on n'ait pas à craindre l'effet 

de l'augmentation progre^ire dés. nombres, de . BemourlU. 
On peut aussi faire n±=— i dans (E) , -ce qui donne 

Ai=x;— >',"+x,— À^*-^-.;.;.. ; (G) 

enfin, OD peut encore employer la formule 



A. = .-L06.z+^— 1!.+ 2l _... ; 



m 
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|>our vérifier les résnltats précëdcns. Leur conformité Mrrïra d'ailleurs 

i garantir la justesse des valeurs employées pour T^ , Tf ...» 

Cetle dernière éc^uation se tire de la formule (B) ) qui donne , 
ea faisant p^i , 

.= ^|Log.(.+»)+An-A^| (I) 

d'oi^ l'on tire 4 en mettant — pour n 

^T=^;i+v-^6 O+i ) • 

Faisons successivement ii=i ,a, Z,,..^; il Tiendra 
Ai=A;+i^Log.3 , 
Af=Ai+f— Log.(i+i) , 
Af=Ai+HLo6-(»+7) . ^ 



d'oÂ résultera t en p>renant la somme de ces ëqaatîiHis, 

Ai = i-Log.2+ ; — Log.(i+ i )+ 7 — Log.(i+ f H- . 
et en développant les logarithmes, e^cepté-celui de 2 , 

,3 3^».3- 3.31 

^4 4 "4- .34' 



en sommant les séries verticales . on obtient l'équation (H)> 

5. Or, les valeurs de Ai , a, , x, , a présentent la série 

suivante , singulière par son irrégularité , tant dans la saccessîon 
des valeurs absolues , que dans celles des signes : 
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A!B-t-o,5773iâ664go , X| =—0,0000576677., 
*i =+0,64493406685 , Ap =H"0,ooooi2r98o., 
A«=-|~o,o57iAa8363i , a,o=+o,ooooo3454< •> 
h, =—0,01018983903 . %,,:=— 0,000006295. ., 
x^=+o,oougf469664 > x,,=+o,ooooo4g48. ., 

■ X, =+0,0003778979. , A,, :=— 0,000003950. ., 

X(= — o,ooo3o37036. , x,4=+o,oooooi4i..'. 

X, =+o,oooi565a95. , x, ,=—0,00000047. ... 

Faisons x,=(^i)Vi, ce qui reVient à changer les sigaes des x 
^ indices impairs ; nous aurons , par les fonnules (F) , 

^= --.j5.-_5.+- . -54-T ■ -■ -r*^.+-i- 

Or , 1« s^e entre les accolades est toojonrs poMtive ; car , en la 
d^gnant par Uf , et en diiveloppant les S pour lesquels on peut 
prendre les T (n.'3) , on aura 

• "--i +T '+k +■■■ 

• « t 

»■ "Tj ~5i — ••• 

+ ' — ■ -1- ' '"' -J. ' — i.4. - 
l'a' S T ■ » ' 81^ I ■ 3 «43^ 

et , en MinmaDt verticalement ^ 

';■+-= i(T>i(iK(iy— « 

On Toit que les râleurs de £/'. vont toujours «n diminuant , et 
on peut même déterminer un indice +1 tel que U^^i aoit plus 
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petit ({u'une limite donnée L> Pour cela , soit partagi^e cette li- 
mite en deux parties arbitraires L'~i-Z/'=L. Un terme quelconque 
de (I) est plus petit que le ternie correspondant de la série ; + 
^ + , 4 + • • • i mais la somme de celle-cî est Hnie , donc on peut 

prendre dans (I) un terme .( ) , tel que la somme de 

tous les termes suivans soit plus petite que L^ quel que soit i. Le 
quaniième z étant aînsï déterminé , on pourra prendre i de manière 
que la somme des premiers termes 

T(T>i(T)'+ -^i^.uy 

soit plus petite que I/'icax il est visible que ,i augmentant , cette 
somme décroit plus rapidement que celle des termes d'une pro- 
gression géométrique qui aurait -— pour raison. 

0> peut concJur« de 14 que la série des >> ou des a est con- 
ytrgente ^ maï^ la ooQrcr^ncc est bien plus rapide qu'elle ne pa-s- 
^Ur^if doToir l'ét» jen raison des considérations sur lesquelles 1» 
démonstration précédente est appuyée. 

Les signes de ^,= v— £7, présentent celte succession : 

ii 2* 3, 4> 5) B , 7, 8, 9, 10, 11^ 12, i3, i4, iS, 

!-•++ — — h-4- H- + + + 



Or , les Tvleors absolues de f, décroissant beaucoup plus rapi- 
dement ijue celle» de^ ,i1 parait que là valeur de' £/*, oscille, pour 

ainsi dire , autour de celle de — , en la serrant toujours de plus 
près> et qaSI ^a quelque chose 4e circalaire dans le caractère des 
coeificîens ^ , considérés cpinme fondions de leurs indices. Obser- 
vons qu'il y a augmentation dans la valeur de deux /« consécutifs , 
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•HD cnilroiis ■irqdëa * ; saroir, , à Fsxeeption je ^, «t ^t > aux . 
deux premiers termes qui suivent chaque changMnent de signe. 
Nous retrouverons- cette iMéme drcoBataRce dans le dérekippement 
de la fonction V ; et ce qui confirmerait le soupçon que nous éle- 
vons ici sur la nature dïs coefftciens ^ , c'est la possiViUté de trou- 
ver des fonctions circulaires c|ui p^sentent le même genre d'irrégu-. 
larîtj dans I« succession des valeurs et des signes. Swt ^ par ■ 
exemple , 

,o^Sinjj^%j 

£d faisant successivement x—o» i > a, 3 .^..., on trouvera pour 
y les valeurs suivantes : 

Soooo , 3a3& , SogS , 1207 , a^ , 5l , ji t H, 9 , 2 , 3 , i. . 
- + + + +-- ++ + 

* . - * 

s^rie qui offre des particularités analogues \ celle de la sint des f», 
6. La formule primitive (A) dcmAe , en Vertu dé B,= ff 

AC— n)=An^» , ou ;â(B?S«+Af-vi). 
Faisant cette substitution dans (I) , il vient 

o=Log.(.+/,)+A(-B;-^ji;. 
Mettant n— i pour n et transposant, on obtient •^, 

A(i-/i)=-Logjï+A^i— -i-) ; (K) 

et, en développant Afi— — Jpar la formule (E) 
A( I — ») ssAi — L<*g7t- 
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au moyen de. quoi on peut arotr promptement la fonction A d'un 

nombre négatif très-grand. 

Si l'on met n — i pour n dans (I) on obtiendra 

A(/ï— i)=n — i— Log.n-1-Af 1 J; 

et, par le déreloppement de Afi — — ] , 

A(fl— l)=B— LogJI— !+/,! L4.__^___i.^...^,„. 

" a a* n* 

formule propre k calculer la fonction A d'un très-grand nombre 
positif. 

7. Si l'on développe a. , a, , a, , . . , , dans la fonnule (E) , on 
aura 

A(»4-b)=Ai— B +nSt 



=A.-W.(.+„)+-J-,.+(-^)5,+(^)*5.+.. 

En mettant — — pour n , on tirera de cette équation 

et » en faisant n négatif , 

A " A i_T » -S. . 5» -î* . 
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La différence de ces deux équations donne 

A — +Log.-! A^-Lo6.4-=î (£i4-'^+^+-"l 

n— 1 ' ° n—1 n+r " n+i \ n nî ' n* J 

Mais on sait d'ailleurs (Inirod. d'EuIer, n." 179) que le second 
membre de cette dernière équation est la valeur de n— «Col. — ; 
donc 

A— +Ijog.-^— A— — — Log.— — =fl— wCot. — . 

On peut rënnir A et Log. dans une seule fonction M en posant 
généralement 

l'équation précédente prend alors la forme plus simple 

M-^ M— — =n— ^ot. — . 

On aura d'ailleurs , en reprenant l'expression de U, ( a.** 5 ) j, 
M(i-Hi)=Ai+I/,«-r,B'4-t^,B»-«.... 

8. La fonction V est {Arith. vniv. n.** 601 ) 

. r»=j».»+îfî+M+Î£ï+..... i 

et on a ( Ihid. n.° 6o3 ) le théorème général 

L»g-i ■(•+»X>+")-[-K/'— )»] 1 =■ 

t,n faisant 

r(i+n)=ri-H-.'>+>.'>'+»,'>'-H-.»'+.- , (M) 

pn poarraît , au moyen du théorime prëcédent , déterminer le; 
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coelEcîens VttVx'i y, y par une méthode analogue "k celle du 

n." 3 ; ^ais le calcul est prolixe, et il est plus simple de les 
faire dépendre des eoefiiciens ;^,»^l, %,,....> en employant la 
relation 

n*d(r/î)=(An— 5,R)drt 

qtH' existe entre ces fonctions. On trouve alors 

Y^=Ai— •- =+ Ai— ï , 

2y,=A,— ; —2)',— — 3AlH-7+ A, , 
J 3y,=!At— y,— 4y,=+3Al— 7 — aA,+ X, ,' 

4ï'4=''i — 2y^ — 6y,= — 4Ai+;+3a,— 2^,+ X, , 

5)-,=x^— 3)-,— 8y<:=+5Ai— ï— 4x,-|-3''i — 2A,-f-x^ 



(N) 



La méthode directe du n." a donnerait 
y,=+ Ai-i . 
2y,=— 3Ai+ r,+ f —2.^ , 
3y,=+3Ai— 3 3',4- r,— f+3;f4-i)> 

4y^=-4Ai+€r,-4 7-,+ r,+;-4:i+i+i) , 

formules moins simples , mais qui dépendent immédiatement des T^ 
on pourrait d'ailleurs les tirer des précédentes , par le développement 
des X. 

On aurait encore 

î-i—^.— 2^1+3x4-4^,4- . 

2y»=*i— 2a^+3a,— 4a«4-...." t 

3y,=X4— 2X,+3Xa— 4x,+, 
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Ces formules se tirent, des équations (]S) , en partant de la troi- 
sième , par des substitutions successives. On peut aussi les en faire 
dériver comme il suit. 
L'équation (K) donne 

Logji=A^— i)-A(i-fl) î (O) 

d'où 

Log.«=>. ^n-^ )-^.(«'- i. ) +^. («'- ^)— " 

Nous remarquerons, en passant, que le développement de Logj> 
se fait ici suivant les puissances entières de n , sous une forme 
très-simple quoique peu usitée ; cl c'est un fait d'analise assez sin- 
gulier que les coefficiens d'un tel développement , pour une fonction 
qui doit également être regardée comme fort simple , soit soumis & 
une marche aussi irrégulière que celle des a. 

Soit fait, dans Téquation précédente , n^i+Z d'où — = i— 1+** 

—/'+••" i on aara 

'-T+T-4:+ 

La comparaison des termes qui multiplient les dîiTérentes puissances 
de i fournira des équations dont les deux premières donneront 
égalemenc 

Or , on a y par exemple 

Par (N) 5y,=5Al— f— 4X,4-3Xi— 3X,<f X, 

Par (G> 5A,= +',x,— 5x,+5x,— 5a4+5x,— 5Xi+.« 

Par (P) — ;= j- A,+aXi-.3x,+4'^4— 5?^j+6Xj— ,^ 

donc 
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5», =».— 2», +3*1—4», + ™ 
et , en général , 

'"l'[n=*»H., — 3X„H., +3»„^.,— 4a,+,+...- 
Noos pouvons remarquer que l'équation (O) donne * en verlu 
de A(b— t)=n— a+A(i— «) , ( n." 6 ) 

Logjt^A (i—^j—A(n—i)+(tt—î) ; 
mais 

Log^=— Log.(i — - J+Log.(n— i)i 
donc 

o=a(i— ^ )+Log.(i— i)-ACB-i)-Lo6.(n-i)+Cfl-i) ; 
ou , en reprenant l'expression de M , 

n+i 
g. H. Kramp a fait voir que ri=i — ;Log-(2«), ( annales, 
tom. 3» p3g. li ). On pourra encore calculer ce même nombre 
en faisant nss— i , dans l'équation (M), ce qui donnera 

10. La suite n • v* * Vi »•■••• présente les mêmes irrégularite's 

que celle des coefficiens \ , comme les valeurs suivantes le font voir 

ri=+o,o8io6i46679 , y, =+o,ooooo5366,^ 

y, =+0,07721566490 , )-,,=— 0,000002837.., 

y,=_.o,oo474863i48 , y,, =-4^0,000001 1 63m, 

f| = — 0,00036610089 , 9-1»= — O,0000002g3.., 

5-^^+0,0003760073. , y,| = — 0,000000062,,, -'' 

y, =— O.OOOl43oilS. , X,^=î+0,0000©0l6. .., 

yj =+0,0000339978» , y, f = — 0,00000014. •■( 
y, =+o,oooooo483a. , y, (=+0,00000010..., 



Vf =«-0,0000067 7 7^< 
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Si on change le signe des y a indices impairs j on aura cette 

succession 

I . a. 3. 4. 5.6. 7 . 8. 9. 10. Il . 12. i3. 14. i5 . i6.« 
h++H- h -♦- ± +... 

* * * 

Le signe * indique qu'il y a augmeolation dans la valeur absolue 
de deux y consécutifs. Cette circonstance a lieu , comme pour les 
A., «ux deux premiers termes qui suÏTent chaque changement de 
signe, 

]{• En faisant />= I , dans l'ëquatton (L), on en tirera 

r»=-.+(' i:+i)Log<,+,)+r ;^ i 

et , en mettant n—i pour n 

puis , développant T ( i— — 1 par la formule (M), 

r(,-,) =-.+(;;i;+ i ) Log^+rx- ï +^-5+-" 

expression au moyen de laquelle on pourra calculer facilement la 
fonction V d'un très-grand nombre. 

13. Une observation qui se présente naturellement est que les 
équations précédentes , qui contiennent des logarithmes , donnent des 
résultats absurdes , lorsque les nombres de ces logarithmes sont né- 
gatifs ; ce qui tient sans doute aux mêmes causes qui ont conduit 
M. Kramp i des conclusions paradoxales ( annotes , tom. 3 , pag. 3 
et 343 ). Il a donné à se» lecteurs ( laid, pag, 344 ) Tcspoir d'une 
solution satisfaisante do ucs diificultés. Les géomètres ne peuvent 
que désirer avec un vif intérêt les éclaîrcissemens promis par ce 
célèbre professeur. Us seront d'ailleuKS une sorte de mémoire ju»- 
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tificatîf en farettr de l'algibre <)uî . à cet égard , se trouve en 

quelque sorte in Teatu. 

i3. Nous rapporterons ici , par occasion y des formules analogues 
â celles de la page ii8 (^Annales, tom. 3) 

i ^ ''c-l-. =-âr.+^-y+'>^+^' ''~'°°n'°'^ +- (Q) 

^-.c,...^-V-;3+^-^'''+^'-nr-*' ,.,.3.4.5. +•••• <"> 

. • to.y-c... = ^=^^+^■''-^'-7x3"+^' — rsp w 

£n faisant a=o, dans (Q) ^ on a la seconde des séries de la page ti8. 
dont les autres sont tirées. IXous démontrerons ces formules comme 
il suit. 

£n faisant Ajrr=i , on a 

A(«"Cos.<7jr)=tf"| (*"Cos^— i)Co9^;r — ^Sna.aS\tiMX \ , 
d'oCi on conclut qu'on peut supposer 

ï(e"Cos^x)=:*",CCos.aj:+7)Sinj7x) ; 
A t B , C t D ëtant des conslanles. 

En effet , difîërencîant et comparant aux valeurs précédentes ï 
on troure 

. _ esCoï-à— I _ ■ «"Sin-o ,_. 

A=C=~ -, S=D= . (T) 

D'un autre côté, si l'on applique i ^S'iOMX et ("CoSMS ^ (oa 

seulement à la première de ces deux fonctions , car elles con- 

duûent toutes deux au même résultat) la formule d'intégration 

_ 1 X* de xi. d'r »« "^'^ _, 

_£_, B« dg B^ jiz .Ba d»g 



oa obtient un résultat de la forme 
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t(e«*S\a,ax)=e!''(JS'm.a:t+BCos.ax) i 

A tl B é\an\. les sdries (Q— ;) et (R). Ainsi, ces valeurs peuvent 
être égalées aux valeurs ^T). 

Dans les valeurs (Q) nous avons fait passer la fraction , ; dans 
le premier luetiibrû ^ pour plus de symétrie, ce qui a âonoé, pour 
ce premier membre , 

e'-Cos.n—i ^ _ " «■"— I (»— e-n 

e»n — 3e"Co».a-f-i ' ' *«■»— 2e"Cot,a+l ' t" — aCoi.a+e"" 
La formule (S) dérive de l'une des deux premières , en y mettant 

yV--i pour y- 

Observons que les coefficiens de jr=f', dans tes expressions de 
la somme des séries de la page iiS^ peuvent 9e déterminer d'une 
manière indépendante par les formules 

£,=a"-_i,"- ; 

C^sS"-' a"-'H —i— » ; 

i).=4"---3— +-— -2"-— -.-— .-r-'" ■ . 



Ainsi , dans l'exeinple de l'a page i ig . on aurait 

B,=2'—'j.i =5j , 
C,=3'— 7.2'+3i.i =3oa , 
Z),=4'— 7,3<+2i.2'— 35.i = 3o2 ; 



Au reste, la suite des coefficiens J„, B„ étant spnélriî«e; 

U suIEt de calculer la moitié des termeSi 
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PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE. 

Considérations phiîosopJdques sur l interpolation j 
Par M. Gergohhe, 

^x.WTonsiàtAvaiKTiïntroâuctionàlaphilosophieàesmathèmati^ius 
(pag. 247) , a avancé que certaines fonctions n'ëlaient point sosceptibles 
^interpolation. Quelque confiance qne puissent inspirer d'ailleurs 
les profondes connaissances de cet habile géomètre , cette asserlivn 
m'a semble paradoxale ; j'ai donc cru deroir la saumcttre \ an 
examen sévère ,- et c'est cet examen gui a donné lieti aux réflexions 
que l'on va lire. Elles ne présentent au surplus rien que de Iris- 
élémentaire , et je ne me détermine à les rendre publiques » que dans 
l'espoir qu'en dirigeant sur ce sujet les pensées de mes lecteurs, 
elles pourront donner naissance à des recherches plus importantes 
et d'un plus haut intérêt. 

lî Quelque voisine de l'invention de Vaîgïbre que paraisse être lln- 
vention des coefficiens , on peut cependant concevoir un intervalle 
de temps, si court d'ailleurs qu'on voudra, durant lequel, pour 
exprimer qu'une quantité quelconque a doit £tre prise une on 
plusieurs fois, on écrivait simplement 

a , a-^a , a~\-a+a , a-\-û-{-a+a , ....,«. 
Dans cet état naissant des notations algébriques , on ne se serait 
sans doute guère avisé de se demander comment on pourrait écrire 
qne a devait être prise ^ de fois ou y- de fois , ni ce qui pouvait 
résulter d'une opération aussi peu intelligible pour l'esprit. 

Bientôt , daac la vua d'abréger U notation d'expressions qui se re- 
produisaient très-liréquemment, on songea à substituer aux expressions 
,ci*dessu9 les expressions suivantes : 
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a t sa , 3a , 4o t •••»• 
qae l'on vit être des produits dans lesquels le multiplicande com- 
naun a était seul iDdéterininë. 

Le penchant qui nous porte naturellement & généraliser nos 
idées , et par suite les signes que nous destinons à les représenter, 
dut bientôt conduire à donner au multiplicateur la mâme indéter- 
mination , 1% même généralité qu'avait le multiplicande ; et c'est 
ainsi que ma devint le symbole de a répétée un nombre de fois 
quelconque exprimé par m. 

Ce fut seulement alors que les analistes purent songer & se de- 
mander ce que pourrait signifier le symbole ma , lorsque m serait 

supposée une fraction quelconque , •- par exemple; ou, en d'^autres 

termes, quel sens od devait attacher 4 l'cxpressioa 



(f>- 



Il s'agissait Ici de transformer ce symbole d'opération immédiatement 
inexécutable et même inintelligible , en un symbole d'autres opé- 
rations possibles , quelques valeurs entières que l'on attribuât i p et 
ç , et telles néanmoins que le résultat rentrât dans l'expression ma y 
toutes les fois que p serait exactement divisible par ^. 

On avait sans doute remarqué que , dans ce cas particulier , 
on avait 

(7)^=7' 

on crut donc que ce . qa'on pouvait faire de plus simple et de plus 
naturel était d'adopter cette équation > comme équation de définitiom 
pour tous les cas. 

Mais cette définition était-elle la seule qu'on pût admettre soa» 
les conditions données ? non sans doute ; et , pour ne prendre ici 
qu'un exemple très-simple, on aurait également atteint le bat en 
adoptant cette autre d^finitùn 
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(iV=:^ + ^SÎn/-= .■ 
A ^tant un nombre entier quelconque , et » la moitié de la cir- 
conférence dont le rayon est l'unité (*). 
Si , changeant m et x , on écrit 

on aura ^ 

c'eat-i-dire , 

autre équation de définition , d'oà on tire 

jr*+-i — Yx O" AY=a . 
SI l'on veut appliquer à ceci des considérations géométriques ; 
on verra que l'on peut envisager a, îa , Sa -,...,^10 ,.... comme 
les ordonnées d'une suite de points isolés , dont les abscisses corres- 
pondantes sont 1,3,3, rtï ,....; et que le problème de l'éva- 
luation de xa se réduit k faire .passer par tous ces points une 
lignie continue quelconque , et à chercher ensuite l'ordonnée de 
cette ligne qui répond k l'abscisse ar ; or , ce problème est susceptible 
d'une infinité de solutions, comme le prouve l'équation yjt=sxa+^Sin.«w; 
et l'emploi de la ligne droite , qui conduit à l'équation de définition 

(*) Dans [e vrai , l'équation da iéBnilhnf ^ )as= ^ s été empruntée de 
l'arithmétique ; mais il convient ioi i mon Lui de suppoicr que l'invention de 
l'arithmétique n'a point précédé celle de l'algèbre. 

On aurait pu admettre , comme équivalente à la précédente , l'équation de 
défini lion 

ma•^-na=:(m-^-n)a ou pm^^n^=p(m-^rii , 

de laquelle on aurait enaulle déduit l'autre, i peu près comme Eulei démontre 
la formule du binOino , pour l'exposant fractionnaire , à l'aide de l'équation 
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généralement admise, n'a d'aulre prérogative que de conduire au 
but de la maaière la plus simple, 

II. Jusqaes vers le temps de Desrartes , lorsqu'on voulait exprimer 
les produits consécutifs de la multîplîcatiqn d'un même nombre a 
par lui-roâœe , on n'avait d'autre moyen d'éviler les notations in- 
commodes de Viète que d'écrire 

a t aa , aaa , aaaa , 

Le désir d'abriger 6t bientôt remplacer ces expressions par leun 
équivalentes 



et on convint ensuite d'employer le symbole eT pour désigner une 
puissance quelconque d'un nombre quelconque, "WalUs se demanda 
alors ce que pourrait signifier l'expression a'" , lorsque m serait une 

fraction , — par exemple j et , comme il avait sans doute romarqué 

que } lorsque p est exactement divisible pas ^ , <»i a 

S «- 

il convint librement , et tous les analistes convinrent avec lui , d'adopter 
cette équation comme équation générale 'de définition des puissances, 
quels que pussent être d'ailleurs les nombres /> et y ; et de lier 
ainsi les puissances entières et les puissances fractionnaires par une 
loi commune. 

Mais cette loi, à la vérité la plus simple , n'était point la seul* 
qu'on pût adopter;, on pouvait prendre, par exemple. 



t^-^+^Sin. ^ 

piiBcation que ci- 
on écrit 

(*) On pourrait admtsltre , comme définition éçtuivalcute à celia-U | f^uaiio» 



i<^ et V ayant la même sîgniBcation que ci-dessus (*). 
SI, cbangeânt m en :r , on écrit 
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on aura 



c'est-i-dire , 



r*+<=û'*'=«*-« ' 



autre dëfinitioQ d'oii on tire 

Si l'on considère a, a* , a*, o", comme les ordoon&s 

d'une suite de points isoles , ayant respectivement pout; abscisses 

ij 2, 3, m, , la question de l'évaluation de <»* reviendra 

\ faire passer par ces points une courbe conrinue , quelle qu'elle 
«oit , et à chercher ensuite celle de ses ordonnées qui répond à 
l'abscisse x. La définition génëralement admise revient à -choisir 
une logarithmique ; mais cette courbe n'a au plus que l'avanlage 
d'âire la plus simple et pourrait , en toute rigueur ^ être remplacée 
par une înBnîté d'autres. 

ÏII. Considérons encore la suite des fonctions 



r+ 



^igmons-lcB respectivement par 91 , ^2 , ^3 , ^4 »■•••'> >' ^^^ <=I^i' 
qu'en général ^x ne sera immédiatement évaluable , ni même ex- 
primable et concevable , qu'autant que x sera un nombre entier 
positif. Cependant , comme il est connu que , dans ce cas , on a 



(o+VaH-i)'* ' —ffl'-^j 



C)i 



o™Xo"=««+" , ou ^x^^^^C'n+n) t 
■t en déduire entuice l'autre , comme il a ili indique dans la note précMente. 

(^ Voye» te* ReeutiU ia VAcaâimÎ9 du Gard pour i8il , te». I , pag. a63 , 
v^tpsnift de H- Tédenat iiir ÏJnalift inittermiafi^ 



,y Google 



SVR L'INTERPOLATION; 'aS^ 

et comme d'ailleurs il esiste déji uoe convention aniMeurement 
iflablie sur l'éraluation des puissancea fracUonnaires ; rien n'eoipèche 
d'admettre cette équation comme équation générale de définition de 
ces sortes de fonctioDs , quel que soit :s ; mais , rien ne s'oppose 
non plus à ce qu'on en adopte toute autre , car ît en e;ihisle une 
infinité qui peuvent remplir le même but. 
Si l'on pose , dans ce cas , 

il Tiendra ~ 



fx+.= 



et par conséquent 



Ay^ 



l'^ay^y* 



rV. On pourrait parcourir successivement tant d'autres sortes de 
fonctions qu'on voudrait « que l'on parviendrait toujours également 
aux conclusions suivantes : i.* te problème de l'interpolation ne 
peut offrir de difficulté que lorsqu'il est relatif à une foDctioa qui ,' 
sous sa forme primitive , n'est évaluable , intelligible et même ex- 
primable que pour certaines valeurs déterminées ( quoiqu'en nombre 
infini) du sujet de cette fonction; 2.* l'art de le résoudre consiste, 
en général , à mettre la fonction proposée sous quelque autre forme 
qui, équivalente à la première* pour les cas où celle-ci est immé- 
diatement évaluable . puisse être , contrairement \ elle , également 
évaluée , du moins par approximation , dès qu'on attribuera aa 
sujet une râleur quelconque, autre que celles-U seules pour lesquels 
la première pouvait être évaluée; 3/ ce problème est , généralement 
parlant , susceptible d'une infinité de solutions , sans que l'on puisse 
assigner à aucnne d'entre elles ^'autre motif de préférence sur les 
autres que de pures raisons de convenance ou de simplicité. 

Le problème de l'interpolation , envisagé géométriquement » revient 
évidemment 4 trouver l'expression générale. d* Hirdonnée d'une 
courbe assujettie à passer par une infinité de point$ donnés , s« 
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succédant les uns aux antres suivant une loi uniforma quelconque ; 
mais non immédiatement susceptible de donner des points inter- 
médiaires à ceuX'Ià ; et celte manière d'envisager la chose monttfe 
de nouveau , d'une manière sensible , que le problème doit avoir 
une infinité de solutions. 

Donnons encore un exemple de l'application de ces principes. 
Avant Yandermonde , personne , je crois-, né s'était avisé de chercher 
^ évaluer le produit i.2.3....jr pour xl'autres valeurs de jc que des 
valeurs entières et positives , et cela parce qu'aucune notation par* 
ticullère n'ayant ,été inventée pour exprimer ce produit , il n'y avait 
pas même moyen de l'écrire , lorsqu'on faisait d'autres suppositions 

pour :r. Mais du moment que l'on eut imaginé les symboles [^}* 
l'I' ^ x\ comme équivalens entre eux et à ce produit, on dut 
aussitôt se demander ce que pourrait signifier x ! , lorsque x serait 
fractionnaire ou négatif, ou môme irrationnel ou imaginaire. Tout 
se réduisait évidemment à trouver une fonction de x qui devint 

I , 2 , 6 , 24 , 130 lorsqu'on y supposerait successivement 

x=t ,2,3,4)5, et qui' fût de plus évaluable , du 

moins par approximation , dans le cas de toute autre suposîlion 
pour X. Or, CCS conditions pouvaient être remplies d'une infinité 
de manières différentes j on pouvait , par exemple , adopter l'é- 
quation de définition 

âans laquelle les exposani *, •', •" , . ...,9, V , ^'^ •••■v,v'i *^' >•■ •* - 
en nombre infini , peuvent être des nombres positifs quelconques , 
et 01^ A , B , C , .... se déterminent facilement par une suite de 
Suppositions particulières. Si , par exemple , pour plus de simplicité » 
•n pose tous les exposans égaux h l'unité, on trouve alors 
, , ' X X ac— i', a:**— I K— a , x x — t «—a x — 3 , 

,!=i+<,_+_., +2-. ^^.--+9.-. .— +.._■ 

9éàs dans l»iueUe le&coefEcîebs coosésmifv o, i , 2, 9, 44 1 ^65 , .«, 
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sont fels que chacun est le produit de la somme des deux pré"- 
ccdens par le nombre total de tous ceux qui le précèdent. 
On pouvait tout aussi bien admettre l'expression 

*! =i+^jrSin.- +5j;*Sin.- Sin. — +Cj^*Sin. — Sin. — Sin.— -Ir...,, 
X XX XXX.- 

dans laquelle les coejlîciens A, B , C,..'.. auraient également é\é 

déduits delà considération des cas particuliers , . et qui pouvait, 

comme les pre'cédentes , être évaluée quel que fût le nombre x_. 

Mais ce n'est aucune de ces définitions qui a été admise par le 

petit nombre des analistes qui ^e sont, occupés de La. fonction ;r ! ; 

Ils ont admis , du moins tacitement , pour équation de déBnilion 

L.s.w=L»6.{.'/:^l-|x-|:_^-^-.:...|. 

^tt ^4 j Bf ,.... étant les' nombres de Berooulli -, et le choix de 
cette définition les a conduit à plusieurs belles applications de ces 
fonctions , que sans doute l'adoption d'une de'finition di/lTérenle ne 
leur aurait pas également fournies; mais cela prouve seulement, ce me 
semble , que , eu égard aux applications pratiques , il peut y avoir de 
l'avantage à préférer une équation de définition i[ toute' autre ■' inais 
nullement qu'en théorie le choix n'en soit paS tout-à-fait indifférent. 
Le seul point important en ceci e^t de ne pomt admettre impli- 
citement d'une même fonction plusieurs "définîïîons qui ne soient 
point concordantes et de subordonner rigoureusement tous ses calculs 
4 celle <{u'on se sera déterminé à préférer. Le défaut de cette 
attention ne pourrait évidemment manquer de conduire à des pa- 
radoxes. 

D'après ce qui précède, l'équation connue (^)! ss-^'m-, ne peut 
Être regardé comme vrai en elle-même , mais seulement comme 
conséquence nécessaire de la définition de la fonction x ! qu'il a 
plù aux analistes d'adopter ; cette équation (i) ! = ;^ pourrait donc, 
en toute rigueur , être vraie à Paris et £auue à Londres , sans quil 
en résultât aucune contradiction réelle ; il* s'ensuivrait seulement* 

\ 
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qu'i Londres le sjrmbole x ! ne représente la même chose qu*i 
Paris que poui les valeurs entières et positives de x. 
£n posant x ! =:j'x * >' viendra 

'd'oi . ■ ■; 

%]ualîon qui p.ent être admise comme équation générale de défi- 
nition ; je dis générale ; car , Jk raison du complément variable et 
périodique que comporte son intégrale , elle comprend implicitement ' 
vne infinité de définitions différentes. 

T. Supposons présentement qu'on ait une certaine fonction de s, 
dont la forme primitive soît "telle qu'on ne puisse en assigner immé- 
diatement la valeur que par rapport à certaines suppositions faites 
pour la variable , ta supposition de x entier et positif par 
exempte % et supposons de plus qu'on n'ait pu encore parvenir l 
la mettre sous une forme qui en permette l'évaluation quel que 
soit X , faudra-t-il en conclure que celle fonction n'est point in- 
terpolable ? qu'elle est essentiellement discontinue ? je ne saurai la 
penser. Il est d'abord très-probable qu'au temps de Viètc on aurait 
été fort tenté de porter le même jugement de la fonction a' -^ et 
qu'on en aurait dit autant de la fonction désignée par x ! par 
M. Kramp , avant que Vandermonde s'en fût occupé. D'ailleurs , 
dire qu'une fonction évaluable dans une infinité de circonstances 
ne l'est point néanmoins dans toutes , ne reviendrait-il pas ^ dire 
que, par une înEuiité de poîoia donnés sur un plan , et s'y succédant 
suivant une .loi uniforme, il est impossible de concevoir une seule 
courbe continue î et , loin que cette assertion paraisse soutenable , 
Be sembJe-t-il pas, au contraire, que des points donnés , même en 
aomtwe infi'ni, peuvent toujours élre conçus liés par une infinité de 
courbes diCf<^entea ? et n'en résulte-t-il pas inévitablement que, 
•oit qu'ion; sache ou qu'oa uo sacbe pas interpoler une fonction,' 
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le problème de son interpolation n'en doit pas moins être rëputë 
non seulement possible , mais ntéme loul à fait indcterminë. On ne 
m'opposera pas ici , je pense , r&xemple des systèmes de lignes 
remarc^uées pour la première fois par M. Mongc , cl qui ne sauraient 
faire partie d'aucune surface ; car ces lignes se succèdent sans in- 
terruption , tandis qu'il s'agit ici de points isoliîs. 

Cette doctrine sur l'Interpolation , quelque saine et raisonnable 
(qu'elle paraisse , n'est pourtant point celle que professe M. AVronski. 
( îniTod. à la Philos, des Math. pag. 14; ) * Lorsque les déter- 
» minatiou» particulières- d'une fonation inconnue , auxquelles s'ap- 
» pliqucut les méthodes d'interpolation , sont de nature que la 
» fonclioa correspondante n'ait point ,par elle-même^ une continuité 

* indéfinie , les mélbodes d'interpolation ne peuvent , dît-il ^ donner 

> de» fonctions qui aient une telle continuité. Far exemple , leA 
v fonctions que nous avon» remarquées [^ci-dessus , en partant des 

* rapports algarïthmiquçs , et que nous avons nommées Lameds * 

* ne sauraient , par l'application des méthode» d'interpolation , re- 

> œvqir une continuité indéHnie^ parce que , corame nou» l'avons 
« déjà observé , ce» fonctions- n'en sont point susceptibles dans 
» leur génération primitive » .' 

Les fonction» Lemeds , dont parle ici M, 'Wronskî , sont de la 
tAture que voici : on pose ' . ■ 



r^-a , y^-a 



V=^. 



■ et'On Jcisande ce.quepent ugnlfiec y., lqr%qpçjf est (juelconqae; 
La manière la plu» directe de répondre à l'as&ertion de M. 

Wrosski, iseïait sans doute de lui donner une «xpreisioa de f,r 

rentrant au fond dan» les cas partîcuKer» qae je viens de cpnsUëcer , 
-gt -»e- yréiaw*-Jt U wta» 4—- iMp pa i i ti o ng 4^'ûa. zoudtïlt faire poqr 

*'î et, 4aM-«e cas, j« pourrais , c» sW^sdafll micfos^, lu» çffric 

la formule d'înterpoUlîon. si connue: 
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*— I X-^» 



^ I a a 






que je n'oserais peut-être pas présenter à tous les analistes j mais 
que M. W'ronski doit d'autant moins récuser que , suivant lui , 
les séries ont , par elles-mêmes , dmns le nombre indéfini de leurs 
termes , une significaiion déterminée. Mais , laissant cette série de 
côté , je me bornerai à demander à M* Wronski quelle est la 
génération primiline des fonctions 



^-^^+T+1 



Sï, 1.2 , 1.2.3 i 1.3.3.4 



tt si , dans cette génération primitive . elles sont , pluff que & 
Lameds , ausceptibles d'une continuité indéfinie ? (*) 

n Ea leprtiMnUot les Lomeàt p«r j, on a évidemiBCiU T^^ïr^ » *'" 
|-dir«| 
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Je suis , certes , loin de supposer ^ M. "Wrenski , 1 qui je soumets 
de bon cœur ces rëûexiooA, une assez forte dose d'amour-propre 
pour penser qu'il confonde les bornes de ce qu'il est parvenu i faire 
jusqu'ici avec celles du possible. Je ne fais même aucun doute que 
la philosophie qu'il professe, et qu'à mon très -grand regret je 
connais fort peu , enseigne , comme toutes les autres , qu'on ne 
«aurait trop se délier de ses lumières ; maïs je serais bien tenté de 
croire qu'en cet endroit, comme en plusieurs autres, c'est encore 
cette même philosophie qui l'aura égare y en le faisant sans doute 
raisonner comme il suit : « Le Criticisme fait trouver tout ce qui 
» est trouvable , et tout ce qu'il fait trouver est parfait ; or , ce 
» Criticisme m'a fait dëcouvrir une nouvelle loi de développement 

> des fonctions en séries ; donc cette loi est parfaite ; donc elle 
« est la Loi absolue -, or , cette même loi n'a aucun empire sur 
* les fonctions Lameds ; donc ces fonctions ne sont point susceptibles 
■ de développement ; donc elles sont essentiellement discontinues; 

> quod erat demonstrandum. » C'est à peu près dans ces termes 
que Hobbes parle de la .synthhe , et Condillac de Yanalise ! 



JT^ , A» ^^ ,^ Ar» ^^ 



de 1.3 àx* i.a.3' Ax^ 

Jeux TarîabW 



À]uatîon qm ne saurait être abmirde , puisqu'elle ne contient' que Jeux 
Muleiaem } et qui doU £tre d'aHleon aMujetlie i b loi do cootinuitii 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes i£optîque, 

I. V^UEl point du plan d'ua triangle donné quelconqoe faut-il 
concevoir lumineux , pour <}ue le point le moins ëclairé de son 
périmètre le soit le plus possible , ou que le point le plus éclairé 
de son périmètre le soit le Qioins possible ï 

11. Quel point de t'Intérieur d'un tëlraèdre vïde donné et qnet- 
conque faut-il concevoir lumineux , pour que le point le moins 
éclairé de sa surface le soit le plus pbssiMe , ou pour que le point 
le pins éclairé de sa surface le soit le moins possible î 

Problème d'alliage^ 

Dmik TSMi eentenant de» Tolnmes F , V de mélanges de plusieur» 
Iî({uides t dont le nombre et les proportions sont Inconnus pour 
ehaq^ue vase ; jie serait-il pa» possible de construire deux vases plus 
petits et d'une même capacité » tels qu'en les emplissant dans les deux 
^vases donnés ^ et versant ensuite dans chacun le liquide extrait de 
l'autre , les mélanges- contenus dans les deux vase», après cette opé- 
ration^ soient exactement de même nature? et quelle devrait être, 
pour cela,, la capacité commune des deux vases égaux T 

Il est d'ailleurs supposé que les liquides dont il s'agit ne sont 
point susceptibles de se combiner cbimiquemeni , et que conséquem-r 
■uat ils se- mêlent sans rien perdre de leuE volume tolaL 
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ASTRONOMIE. 

Kssai dune nouvelle solution des principaux prohlèjnes 
d'astronomie f 

Par M, Kramf , professeur , doyen àe la faculté àes 
sciences de racadémie de Strasbourg, 



( Cinquièma. Mémoire )•(*), ^^ 

143. PrOBÏ^ÈSIE IX, On demande de rèprisenter le% époquer 
des conjonctions et. det oppositions Sune pianèu, quelconque avec 
son satellite , par une série ordonnée selon les puissances ascen- 
dantes de l'excentricité delà planète principale , en regardant le 
mouvement du satellite comme circulaire ei uniforme ?^ 

i44< Solution. Soient AIA' ( fîg. i ) là demî-orbite de la planète 
principale, AA' son grand axe , A son aphélie , Â^ son périhélie , F le 
foyer de l'ellipse , occupe par le sotëiT;ie satellite étant porté su^ un épï- 
cycle dont le centre parcourt la circonférence Je l'ellipse, confor- 
Tnément aux lois conDu«»du mouveineot (>lànétairc« Supposons (ju'au 
moment où la planète principale était à l'aphélie A de son orbite , 
le satellite ait été au point C de l'épicycle. Supposom de plus 
qu'au bout du .temps / la ptanàle ait parcouru l'arc Al de son 
orbite , et , ayant mené les lignes lË , IG , respectivement paral- 
lèles ^ AB, AC , supposons que, dans le. même temps./, le sa- 
tellite ait parcouru l'arc GH de la sienne. 

(•) VojreE le» page* ifii et a37 au Vf." Ttriùme A ce recaeîl, et lei ftgm- 
tt 321 de- celai-c*.' ' - " 

Tom.r^nJ'IX, i,"mars i8i5. 35 



.y Google 



366 _ ; PROBI/EME^S ■ ) ' ' 

i45. Désignons par p le temps d'iine révolution de la glan^le , 
et par y ^è temps June'rèvoîutîïpn du satellite;" Soient de "pTiis 
a, le demi-grand axe de l'orbite _ de la pjanète ; / 

aGos.x , son demi-petit axe ; 

h^ le rayon de l'orbite du. satellite =AB— AC=KAIi 
' ' p , l'driomalti' vj-ai'e Ati; ' '*' . - -> 

» , l'anomalie cxcentrii|U« correspondante ; 

«, l'angle BAC, qui Bxe le lieu du satellite , au moment du 
passage de la planète par son' aphélie. 
On aura conséqucmment 
tfSin.Xj pour l'excenlrifîiiii.de^l-o^-hi^e ■, 
o(i+Cos,x) pour son aphélie FA ; 
a{\ — Cos.x) pour son pWhèKô FA' . . 
■ 46. En conséquence, on aura les équations suivantes: 
' „ C6ï.*— Sin.X 

Vi-Ste.ACo9.?>" 03"f= i^Sin.^Coï.* ' 

a*t ' ■ ' ■■ 

, P 
On tire. des deux premières 

' , (3^Siii.H-<'*Coï.x 



et de la troisième 

, ., . I— Sîn.xCos* 3*di 

d«=— -dx6in^4~— ^r* — — -, . 

Cos.'x ■ p. 

Ces valeurs, égalées entre elles» donneront , 



pCo».ïX ■ i ' Cos.X 

"D'un autre côté, on'a, pour l'expression littérale de l'angle IFH 

.jsi».(-+.::i-») 

Tmg.lFH , ou Anfcif H=:- - ' ' 



o+SCoî.rJh ^ i»J) :, ,^, ,; 
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'<Jst . ai)^; devant ,5'4vaj)oylr ap «a^, dçt ijzygffl-, on atfra 



f=:<i — nwH , et à9— ; 

î . - y 

donc ; 

a«Oi _ awCi — SinACoa.*)» ■ S!n..f fa— Sln.xCos.if) 

y />Co>.>A CosA ' ' 

en consëquence , .. 

a>df CoJ.'XSIn.4<a— SînAC(M.f) 
-■ ; ;'; '. i , I r^JÏÏÂ r />CM.ix— f (■-6ii.»Cas>)» * ■ ' ' .' , ■ 

Tel est le rapport dîffeVefitiel d/ :■ dx , dont SI faudra dédûlrô lè»' 
coelBciens de la série .«jue.iu»)^». ch^^ctuans. ^ 

i47> Pour donner à nos formulci la simplicité que nos dévclop- 
pCTnén» exiganl., soient - ■ , " ■ 1 

'fein.x=j , Co$.p:=y ,' ' 

Cos.^— « , Sin.^=*' ; 



donc 



ày _ vi<p 



Au êtf . yàip 

On aura ainsi ... 

awdï pu Via— 1 



et si, pour abroger, on désigne ' celte fraction par k, on aura 
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■ Il paraît conveoatle de faire encore, pour abroger; r=:i— ^y, 
il en résulte 







=- 


.îtei=_„,_.., 


oa a alors 








ce qui donne 












4- 





, Si . d'apris le bat du problème , on daigne par t le temps 
au bout duquel il arrive une syzygîe , on aiira 

et les coelficiens J t ^ i ^ ,...•• formeront les iecoBone'^a 
problème. Le premier terme A est ce que devient / dans le cas 
de \=o , lequel fournit 



d'otlL l'on tire 






et telle est la valeur du premier terme de ta série. On aura 
donc 

3»-(/>— f) 

149. Le eoeiEcient B est ce. que devient le report différentiel 

— , dans le même cas de ?.=û, qui est celui de x=a , 11=1, 

?(«>-*) ^^ d,^ù- y =Ços.^ T ««Si». ^. U en résultera 
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en corle que lé second terittc de la séi\s est 

'(/•-?) p 

1 5o. B faudra passer de là aux rapports diffërentîels —, —, j~ '••• 
On peut remarquer que tous les termes dont ce» rapporta sont com- 
poses sont compris sous la forme 



(.pui—qr*)" 
la lettre s désignant une fonction rationnelle et entière de x et 
y ; tellement que dj=Jl/dj:+JVdf , tandis que dr=— j^djr— *d^. 
Le problème est doncrëduît à trouver la différentielle de la fonction 
fractionnaire 



i5t. On en tire 
Logx=fflLog.v-f-tLog^'fLog.(H~Log.;— jiLog.(/w'— ^*) ) 
donc 

e u r 9 . t fui—qt* 

OU t en divisant par dx 

d« mx wy hf Mu^Vhv ^^ 3l>ptt*» anyrCuy+Jic*)" 

■. «dA «ri' * pu^—qr* pu^^^T* 

multipliant enfin de part et d'autre par un's(pu*—^r*) 

ury{pu^ — ?'"')"j" =— 'nrcjrj(/»B*-^yr*)— ;»aVrj^i-4T)f 
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~\-3npr u^i>xs 

— 2nqr*u'fys — 2nA^r'up'xs . 

i52. Donc, si l'on fait, pour abréger, 

H= — mrss — tu'ys-^-snu'ys-hSfru' ; 
CD aura finalement 

_1 = JL-Ji — 1_ {p^u^F—pqr*u^G+q*r*H) 

i53. Les trois coefficiens /*, G, H, sont des fonctions ratîoii- 
nelles et entières de x et ^. On trouve , en les développant , 

—;.+ !>» j'V+r«"JI/'-t-rCi+r)^'iV » 
^=(271— :»n — 2s)xs'{-{2n—2is')yj-i'{2m~~';n+3t)sys 

4-(2t— 4n+3)a>'V+(3n— ■ — i)x*j-'j+2Jtf>"a'+iVr(i+r;f' , 
H^-rmxs-^{2n—)ys+{in — 2n-]rt)sys-^!IJrtt* . 

On ' peut remarquer qne la première de ces iroïs- fonctions , savoir 
F\ est divisible par r^i— ory ^ on trouve 

F 

— =(3n — m-~2^s-~iirh2)ys'{'i'^r+i)xy*s-Yu'M-^{i-i-r)v*N . 

Eaempie- L. ^Aya(U treuYd. 
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on 'ilimande 




Faisant 




«V(a— jj-1 


on aura 




■ aiJl 


donc 




£i-_f» il 

a^ ■ an ' dA 



reste donc Jk trouver . 

dA 

Comparant à la forn^ule générale 



ipu^—gr')" ' 
1 trouve 

m = 2 , s=2—xy ; 

t =0 , M=— y , 

n =1 , iV=— 3: ; 
1 en tire 

G = 2r(2jr— y) , 

/f=r(— 3a:+y+f "/) , 
onc 

[ p*«V(— By+jf^j'+Gxy*— 2**/') ' 

^' ^ ) i . / \ 

-T- = — \ \ — 2/»?a Wfijr— y) 
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■^2pçu*r'p(ax-r) 

l5^. Le troisième coefficient C de la série est ce que âerieot h 
6h 
fraction -—- , dans le cas de )i = o , qui est celui de «=0 , a^o, 

^■bA _ anA 

f= — , y=Cos. — , 

;• p ■ ' p 

on 

^— "sr: 77 Sm. .i 

8w(p— 9)» p 



le troisième terme sera donc 

p?(5H-3?) ..^. 4--^ 

r— — X'ÎJin, . 

8w<p— j)» p 

»55. On Tient de trouver la valeur littérale de — . — .composa» 
j . . pf dX» * 

de trois fracUona telles que 

p*u'ivS'+apqu(vS"+g'uriv^ 
dans lesquelles 

S" =2ie~y , 

S"f—4x~3Y—3xy-\-xy*-i-xY • 

Pour pftsser ^ jrj > "^ ^*"' appliquer la formule générale ^ eba- 

«une des trois fonctions S' , S^' , S"' en particulier. En consëquence> 
mus aurons les difTécentielles qui. suivent. 
Exemple U. On demande U différentielle de 
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y=- 



On a ici 7B=7 , 5'= 5y— a:'/— 6:ry*+2j'y' , 

d'où il résulte 

— =io—3x'—2ixy — z6y' 

~&xY^3ixY+BxY ; 

— =: io~-2a:'+2xy-~-2y' 

— 2;rY— 8x'y' — t^^y' 

if= — 37*y+24y* 

— 3:r*j*'— 3oj!*/^-HÏT'y* 

rH6**y* ; 

En suite âe quoi on aura £tiale(nent 

-— = — ; — ( B'u* pu*r' hg r H' 1 • 

i56. Exemple JIl. On demande la difFérenticlle de- 
//_ «*'■*''*" a 

On a iei m=4 » j"=4'*'~^2y » 
donc 
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—a 1 :r'j^— 8*y +4^y * 

— 4*V . 

d'où il r^ulte 

157. Exemple IV, On demande la difFérenltelIe de 



On a'^ pour ce cas , m=i , S"'=. ^x^Zf — 3*'^+jy*+a;'y' 

ce qui donne ' 

— =— a+iojf'— <a3j!j'+a5_y* 

+1 3jr^/+44x'/»— aSa'/* 

— 5j:*_y" — a8«*/'H-7**j'* 

G'/'=+a+3oj:*— 56ary+2oy' 

— a8j:*/+5oj:'y'— ïGj'y* 
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H"i=-{-4-ix'+xy-5r' 

on zm» finalement 

i58< Mettant ensemble les expressions différentielles des (roît 
numéros prëcédens , on tronve 

, +p>fii>r'(r"—C^ 

-.^= —^ : < +;>Vi''r'(^"'-G"+aO J 

I +pç'tl'r'(—G"'+H") 
+y'r'H"' . 
Or , on troure , apris les réductions 
^■'=4-10 

— 3 j*— 3 ixy—iGy' 

— :tV-3oiy— «4i>r* 

+2Jr* — 8jr^+ 1 iy' 

+38 x'j"* — I OJJ^ 

—a jr»^» — ^34«V*""'^*i'* 
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+5xtV-t- 1 i^i'c'- 83i/ 

— 31:1')'*— 1 i4j;V+47**y* 

— 7*y, 
— e'"+«''=+3 

•^32:r'y— 53xY'+i&ïy* 

— jr*)'' — 5**/*-f-J;V* 
+:ry . 
Hi"=+i 

— Zx*+xy — hy* 

— 7*'r'— »y. 

i5q. Le quatrième coeiBcîent i? est encore ce que devient le 

npport difî'^rentiel TT-^ , dans le cas de x^=o ,.qui est celui de 

a*^ flCnw— «) 

dr^o , B=i, r=i 1 *= ou f= , et ensuite r=Co3.9 

• p p-l 

et *>=:Sin.9, en désignant ici par t 1 angle = .Cette 

supposition donne 

^'=+10— aSCos.'f , 

/•"— G'=— lo+i^Cos."? , 

J?///_G"+H/=_ 64-45COS.'» , 

-G"'+iï"=+ 2— jSCos.'» , 

/P"±=+ 4 5Cos.-» ; 
on aura donc 
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Les deux termes de cette fraclïon sont diviaibles par le quarr< 

iP — y)* » (:e qui donne 

a*^_ {ciopH-iopg+4^')— (a^M-3fipy+5y*>Co».»f}S:n.y _ 
Py 6{/»— 9)1 ' 

en conséquence 

i6o. En appliquant les mêmes formules à la recherche du coefiS^ 
cient suivant E , j'ai irouvé 

48-(p-î)» j 4<2o6/»»+5i4^»^i73/»?«+9y»)Cos.»f 
£n consëquence , voici le tableau des cinq premiers coefficieBs 
A. S , C, D, E, àa \a série A+By+C>^-\-Dx^'\-E>^-\-...,^. , 
qui fait connaître les ëpoques de toutes les conjonctions et oppo- 
sitions du satellite avec la planète principale , qui peuvent avoir liea 
dans un temps quelconque. On se rappellera que n désigne un 
nomhre entier quelconque , pair dans les conjonctions , impair dans 
les oppositions du satellite tu de la planète. Nous continuerons 

d'employer la lettre f , pour designer l'angle -— — — . Oa 

aura 

^ip-9) »^=+ P9(t—') i 
a{p — ç) w£= — 2j>çSia.t , 
4'p — y)*»C=+ /»y(5p— 3y)Sin.fCos.p ; 
i2(p—çy*D=-i-pç(^ iop*+iopç+4f)S\n.p 

—pçi 26;)'+3f^y-+-5y*)Sin.^Cos.** ; 
4B(p—^)*wE^-~pç{i4^p^-^2Qtp''ç-^-ïoipç*-^Qç*)SiD.pCos. p 
-4-^7C2o6/>*+5i4''V+* 73/'y'+9y^}Sin.^Cos.'^ î 
et ainsi des autres. 
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i6i. La r^roIatioB sydërale de Jupiter, exprima en jonn , 
est 4332,596308 ; telle est donc la yileur nuinëriqae de p. Quant 
i celles de xt satellites ^ oa trouTe 

Pour le premier .... 1,7691378 , 
Pour le second .... 3,55ii8io * 
Pour le troisièntie • . . 7,i5455i8 , 
Pour le quatrième . . . 16,6887697 . 

Le rappoït p : q est donc , pour les quatre satellites , ainsi qu'il 

suit : 

Ponr le premier .... ^:^=2449= ■ • 
Pour le second . . , . p: ^=1230 : i ^ 
Four le troisième . . . />:f= 606: i , 
Pour le quatrième . . . p:q~ 260 : i . 

' La fraction — est donc très.petite pour toua ks quatre satellites, 

et suf'tout pour les deux premiers dont les moureraens se rap- 
prochent le plus du mouvemeat uniforme et circulaire , dont les 
ûWgalités sont les moins sensibles , et dont les syzygies , très-fré- 
quentes ,. ont le plus d'intécét pour nous. £n se bernant à la pre- 

■ùere puwance de cette traction , on aura f = et ensuite 

2w£=— 29Sin.^ , 
'4*C='4-%Sin.fCos.f , 
\2-wD=s-^ ySin.f(io— 36C0S.'?) , 
'4B»£=— fS;n.fCos.*(i45-2o6Cûa-*«0 ; 
H taxai des autres. 
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16a. La s^rie qiie Vom vient de trouver comprend Jona ce qu'on 
a appelé U première inègaUti des éclipses. Pour en faire l'appli- 
cation, commençons par démontrer quelques formules générales '^uï 
concernent ces éclipses; en nous occupant de la longitude seule, 
et en supposant ainsi l'orbite du satellite dans le plan taènne de 
celle de la planète principale. De plus, 'nous continuerons de re- 
garder celle du satellite comme circulaire. 

i63. Soient donc S (fig. 3 ) le centre et SA=SB le rayon da 
soleil , dont la circonférence est ainsi représentée dans la figure.. 
Représentons forbile de la terre par le cercle- décrit du centre S 
avec le rayon ST. Soient I le centre et 1D=10 le rayon de Jupiter ^ 
D et D' deux points, opposes de sa surface. Du centre 1 avec le 
rayon IL décrivons une circonférence de cercle , que nous prendrons 
pour l'orbite de quelqu'un de ses satellites. Menant de part et 
d'autre les deux tangentes BD , BD'' aux circonférences du soleil 
et de Jupiter , on aura en G le sommet du cône tàiébreux que 
cette planète Uisse derrière elle. Le satellite , «n parcourant l'arc 
GC de son orbite , aura son immersion dans l'un de ces deux 
points et son étnersion dans l'autre. Pour que l'une et l'autre 
puissent être apperçues de la terre , il faut que la tangente GO, 
menée du point G au bord opposé de la circonférence de Jupiter, 
traverse , après avoir été prolongée , l'orbite de la terre , dans les 
deux points H et K. Tant que ces intersections seront possibles , 
la durée entière' de l'éclipsé pourra être observée ; mais il faudia 
se borner è observer l'une de ses deux phases , lorsque la tangente 
GFD prolongée passera entièrement à cdté de l'orbite de la terre. 
Aeste donc i trouver l'expression littérale des deux angles 16H et 1SK 

164. Les quantités données du problème sont au Dothbre de 
cinq , savoir : 

a=SA=SB , rayon du soleil , 

i=3:lD=ID' j rayon de Jupiter , 
' £?^STsSH=SK, distance moyenne des centres du soleil et de 
la terre , -•.:.., 
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J^ = IS , distance moyenne de Jupiter au soleil , 
^=1L=IG=IG', distance du centre de Jupiter & son satellite. 
i65. Pour dresser la table des valeurs numériques de ces quan- 
tités , j'ai employa les dimensions et dislances rapportées sous les 
n.°* 57 , io6 et 1 10 du troisième volume de \' Asironomie physique de 
Biot. Comme le rayon du soleil est égal à 109, 98 fois celui de 
la terre , j'ai divisé tous les nombres par 1 09 , 98 ; au moyen de 
quoi le rayon du soleil devient l'unité commune de tous tes nombres 
de la table. J'ai désigné par d ^ à' , d" , d'" les distances du centr« 
de Jupiter à celui de ses premier, second, tr»isîème et quatrième 
satellites, respectivement , et j'ai obtenu ce qui suit : 

<j^ 1,00000 , d =o,6ti36 , 

i= o,io5i7 , d' =0,97270 , 

f= 2i9,ig4o3 , rf//=:i,55i54 . 

A=ii4o,4i663 ; ^'"=2,73907 . 

166. La première chose qui se présente , c'est la longueur du 
cdn« ténébreux de Jupiter, ainsi que son angle au sommet. On 
aura, par les formules connues, 

CI=4- , CS=-4 , Sin.DCI=q^i 
a— 9 a~b h 

ce qui fait donc la distance moyenne de Jupiter au soleil y=t34,o3Q.f 
et l'angle C , que l'on pourra fort bien obtenir , avec son sinu» 
et sa tangente , sera =.3.'.^2.^. 

167. Pour passer de ta i la position du point F, soit FI =:^ ^ 

dsnc FL=<i'-rr et DF=v^yï— s». On aura CL= — — — d on 

hh-^d aà 

CL= — — ; quantité que , pour abréger , nous désignerons. 

par/. De Ch^f , nous tirerons GL=:/Tang.C, en conlinaant de 
désigner par C i'angle DCI. On aura es suite la proportion FDiDizs' 
FLlGL. ou, en élevant au quarré ^*— i»;i*=(</— j)':y'TaQg»*C- 
Développant cette équation , on trouve 

FI 



.yGoogL 



D'ASTRONOMIE. tSi 



-': ' /•Tmg.-O-i' 



et par conséquent 



FL ou ./-r— /'•"'■"t''^-y'"s-'^V"-''-HP'''»nfi..c 

^ /■Tmg.'C— »« 



On. a eu Sio.C=s -— , ce qui donne 



et par conséquent 



Tang.C=- 



or , comme 

«_i= 6,89453 , 

oo ToIt ^ue 1« c|uarr^ de « — j disparaît comj^litement devant celai 

de A , ce ftai donne TaDg.G= — et / Tang.C=i— —— . Par 

cette même raboD , la ractoe de J*— i*-+:/*Tang.*C se rédotra à ^ 
Od aura aiosi 

PL- ^^'"S-^ IF— ^ 

On UouTera ensut* 

SlnP=ie!|S±?=4-°-=?, 



ftm.r. 
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donc 

Co..QSH!=£±^.- 



Cos.QSH=.— ^-Sina'. 

On aura enRa 

Aiig.TSH=9o''=(F+QSH) , An6.TSK=9o«— <F— QSH) ; 

et la position des points H et K -de l'orbite' terrestre sera rigoa- 
reusement d^lermine'e. 

168. £n appliquant le calcul numérique k ces formules ; en 
employant de plus les notations F fV'tV.,¥"' , pour désigner 
les points F et les angles SF'Q ' qui répondent aux premier , 
deuxième > troisième et quatrième satellites, respectivement, on trouve 

Log.$in.F =9 . 5356337 , AngF =20/ i' 34", 
Log.SinF' =9 . 33386*0 ,'Ang-.F' =12.° 37' 26", 
Log.Sin.F" =9. 1296533, Ang.F" = 7." W if, 
tog.SiH.F"'=». 8824661, Ang.F"'= 4.' 22' 3o". 
Oa trouve ensuite les distancés IF , ainsi qull suit: 

LogIF =9 . 4862672 , Dist.IF =o,3o63«5, 
Log.lF' =9.688o3i0,I)isl.lF' =0,487564, 
Log.lF" =9 . 8922466 , Dist.lF" =-0,780273, 
Log.lF"'=o . 1394338 , Dist.lF"'= 1,378585. 

169. Passant de ]i au-«alçiil des angles QSH , on trouve , 

Pour le 1." satellite.. .Cos.QSH= 1,786422 , 
2."'... ...... CosiQSH» 1,122764 , 

3."' Cos.QSH=o,7oi7543 , 

4."* Co8.QSH=o,3973979 . 
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Les valeurs numériques des deux premiers cosinus , plus grandes 
que runittf , font voir que la durée des ëclipses du premier satel- 
liie- ne pourra jamais être observée , et qu'on ne pourra pas ob- 
server non plus celte des éclipses du second , dans les moyennes 
dislances de la terre et de Jupiter aii soleil; mais cette observation 
sera possible dans les deux autres. 
On trouve 

Pour le troisième , Ang.QSH=45?a5'56" , 
Pour le quatrième „ Ang.QSH=66°35' ^" ; 
d'où il r&olte 

■ rAng.T8H= 3e"49'27/', 
Pour ie traisième , < 

( Aiig,TSK=i37*4i'i9''. 

iAng.TSH= ig* 2'36", 
Aiig.TSK=si5a»i3'34". 



OPTIQUE. 

De la multiplicité de» images d'un même objet , 
considéré à travers une glace posée obliquement j ou 
réfléchi par un miroir plan , non métallique ; 

Par M. Gergonne. 



LiHACin* peut remarquer que si , de nuit > dans une cbambre 
éclairée, par une seule lumière, on interpose» entre l'œil et cette 
lumière , dans une direction très-oblique , un morceau de glace ou 
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de verre , d'une cortaioe épaisseur . . on aperçoit , It travers cett* 
glace , une multitude d'images de la lumière , dont l'intensité 
décroit continuellement , jusqu'à ce .qu'enfin elles cessent d'être 
aperçues. La même chose a à peu près lieu si , une lumière étant 
placée pr^s d'un miroir non métallique , on veut en regarder obli- 
quement l'image , de manière que le miroir se trouve interposé 
entre l'œil et cette image de la même manière que la glace ou le 
verre du premier cas. Il arrive seulement ici que, outre les images 
décroissant continuellement d'intensité , l'image la plus vive est pré- 
cédée d'une autre dont l'intensité est beaucoup moindre. A la 
rigueur , les mêmes choses devraient avoir lieu de jour , et pour 
tout autre objet qu'une lumière ; mais alors les images sont trop 
peu sensibles pour pouvoir être facilement observées. 

Ces phénomènes doivent avoir été remarqués depuis long- 
temps. Lacaille , dans son Optijque ( //.' partie , chap. Fil, n.* Bz'j ) , 
fait même mention du second ; mais la raison qu'il en donne , n'est 
propre qu'à prouver combien de sbn temps, malgré l'exemple donné 
par I^ewton , la philosophie naturelle était encore imparfaite. 
Il n'en est pas de même de M. Hauy qui , dans le deuxième 
volume de son Trailè élémentaire de physique {page Sig de la 
première édition , et pBge 3io de la seconde), en a donné la 
seule explication véritable , la seule conforme aux principes de Top- 
tique. Quant au premier phénomène., si l'on eo excepte M. Btot 
qui en dît un mot en passant , au commencement de son Mémoire 
sur les réfractions extraordinaires , il n'est pas à ma connaissance 
que quelque auteur en ait fait mention. 

Il ne pouvait entrer dans le plan de l'ouvrage de M. HaQy de 
soumettre son explication au calcul , qui seul peut faire connaître , 
avec détail et précision , les diverses circonstances que le phénomène 
est susceptible d'o/Trir. Ce savant ne disant rien d'ailleurs de l'autr» 
phénomène qui a avec celui-là la liaison la plus étroite , j'ai tenté 
de compléter la théorie qui les concerne l'un et l'autre. Les ré- 
sultats auxquels je suis parvenu ne sont probablement pas xonnu», 
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et me paraissent assez remarquables pour mériter' de l'être. Je 
m'occuperai <i'abord uniquement du dernier des deux phénomènes; 
je ferai voir ensuite comment on peat ramener au premier les calculs 
qui lui sont relatifs. 

Soient MM.M.M. M„ et NW,N.......N„ ( %. 3 ) les 

surfaces antérieure et postérieure d'un miroir plan, non mëialligue, 
d'une épaisseur constante. Soit L une lumière ; soit LMN la per- 
pendiculaire abaissée du point L sur le plan de la glace , en sorte 
que MN en soit l'épaisseur. Soit LM^ l'un des rayons incidens , 
rencontrant la surface antérieure du miroir au point M,, ; une 
faible portion de ce rayon sera réfléchi en ce point , comme elle 
le serait par un miroir métallique , eo sorte que l'angle de ré- 
flexion sera égal & l'angle d'incidence. Le surplus du même rayon 
sera réfracté suivant H,N, , de manière que le rapport du sinus 
d'incidence au sinus de réfraction ne dépendra aucunement de la 
direction du rayon primitif. Parvenu à l'étamage en N, . et abs- 
traction faite des petites dispersion et absorption qui pourront avoir 
lieu , ce rayon . se réfléchira , suivant If .M, , en faisant un angle 
de réfleiion égal à l'angle d'incidence. Parvenu en M, , il se par- 
tagera de nouveau en deux parties , dont la plus considérable sera 
réfractée suivant M,R, parallèle à M^Bo , tandis que l'autre, plus 
faible T sera réfle'chie suivant M,Na > parallèle ^ MgN,. Il arrivera 
en N, la même chose qu'en N, , en M, la même chose qu'en 
M, , et ainsi de suite indéBniment , da moins tant que les absorp- 
tions , dispersions , réfractions et réflexions successives n'auront pas 
consommé toute la lumière du rayon primitif LMo> Ce seul rayon 
donnera donc naissance ï une suite îndéflnie d'autres rayons MoR, , 

M,IV, , M,R, , M„B„ » tous parallèles entré eux, décroissant 

continuellement d'Intensité, i partir de M,R, , et faisant, avec le 
*plan du miroir , le même angle que fait avec ce plan le rayon 
incident LM, , maïs en sens inverse. 

Si présentement on fait varier 1» direction du rayon incideot 
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LMg, chacune des directions qu'il pourra prendre donnera lieu i 
un système de rayons réfléchis , tels que MgRei M, R, . M,Rt ..••MaR^f 
parallèles entre eux , dans chaque système , mais se croisant d'ud 
système k l'autre ; en sorte qu'eu quelque endreil que l'œil soit 
placé , devant la glace , il recevra , k la fois , le premier rayon 
d'un système , le deu:iième d'un autre système , le troisième d'un 
suivant , et ainsi du reste ; d'où il résulte 'que le spectateur recevra» 
en effet, plusieurs images distinctes de la lumière L. 

Le seul moyen propre à nous bien éclairer sur la situation de 
ces images , par rapport au spectateur , c'est, d'assigner la natufe 
des Caustiques auxquelles les rayons réHéchis de chaque ordre donnent 
naissance , par leurs intersections continuelles* 

Si , par l'oeil du spectateur et par la lumière , on imagine un 
plan perpendiculaire i la glace , il n'y aura que les seuls rayons 
incidens qui à^y troaveront compris qui pourront parvenir à ce 
spectateur ; on pourra donc supposer que tout se passe dans ce 
plan , et réduire ainsi le problème & un simple problème de géo- 
métrie plane. 

Supposons que le plan dont il s'agit soit celui de la figure \ 
soit prolongée LM au de-li de M d'une quantité Ml,=MLi on 
sait que ne point sera le lieu de l'image produite par la réflexion 
\ la surface antérieure ; c'est-à-dire , de la seule image qu'on aper- 
cevrait si cetfe surface était celle d'un miroir métallique. Soit pris 
ce point I, pour origine des coordonnées rectangulaires ; les x po- 
sitives étant dirigées suivant le prolongement de MI^ du cdté 
opposé au miroir , et les y positives du câté où nous supposons 
les rayons incidens. 

Soient faits la distance de la lumière à la surface intérieure dv 
miroir LM=i , l'épaisseur de ce miroir MN = « , l'angle d'incidence y 
égal à MLM,=I; et soit enfin gik Xt rapport constant du sinus 
d'incidence , dans l'air , au sinus de réfraction , dans la glace. 
Soient posés >' pour abréger , 
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Les. sintu dlncrdeDcc et de rëfractîoD seront respectirement 



^ 



d'où il sait qae la tangente de réfraction sera 
A A . 

Or , les triangles M.N.M, , M.N.M, , M.N,M M,.,N.M, sont 

tous isocèles et égaux ; ils ont leur-hauteur commune =MN=:«, 
et leur angle au sommet doit être double de l'angle de réfrac- 
tion ; d'où il résulte qu'on -doit avoir 

M.M,=M,M,=M.M,=....=M,_,ÎVÏ.= -7=^=; 
et , par conséquent , 

MM.=MM.+M.M.=ii.^+-7^^= . 
ypHI-A' 

D'après cela l'équation du rayon réfléchi M;R„ sera 

oa, en réduisant et chassant les dénomiafttears , 

' (y-^-Ax))/ p^^*A*=:uteÀ ; (I) 

équation indépendante de k ; d'où il r&alte que les dîmeiuiona 
des caustiques que nons obtiendrons devront l'élre. aussi. 

Pour obtenir l'équation générale de ces caustiques , il faut , comme, 
l'on sait , éliminer A entre l'équation (I) et sa dérivée , prise par 
rapport & cette lettré (*). Cette dérivée est »* tontes réductions faites , 

■. (*) Vt^sUa-page 36i-«iu-3.v5 wliune -de «o reoniil* 
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s(^'+9'^')-\-9'('H-Jsr)A=2rie\^p:^:^» . (n) 

Pour éliminer facilement ^ entre les équations (I) et (II)', con- 
•idérons-y x et y comme deux inconnues j nous en tirerons ainÂ 
p* ■ atif / a \i 



et par conséquent 



(0= 
ê7= 






^oationa d'où on tire, en prenant la somme de leurs quarr^ 

(£)•+(£)■=■> c") 

et telle est l'éqaau'on générale des caustiques cherchées. 

Mais , en rapportant une ellipse i ses dîamitres principaux sa ,' 
li , l'équation de sa développée est 

(£n)'+(:^.)'=- <•> 



(*) On uit , en «Set , que l'équalion gtaéttit. de toute* let noimalet t 
TeUipse, ett 

h» coosuntea arbiinire» »', y ëunt l!ée< par la iwlalioa 

Ot » I» lUvelappfle d'une elllpw n'élsnt nrtre chow que It courbe i hqnelh' 
teute» ce» oorHule* »aHang*otM ,, U «■«oiuit ( «>BU- m , paft 36i ) ^le.iwufl 

doiu} 
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donc nos caustiques sont les- développées â'tlile saite d'ellipses 
semblables , dont les axes se confondent avec ceux des x et des y , 
et dont les demî-axes , donnés par les équations 



avoir l'iquaiion de cette dëveloppëe , il faut d'abord diSiérencier lei deux ëqua- 
Ifoiu ci-deuus , par r&pport k j^ et y ' ce qui duuaent 

d'où OQ cODcluia , par l'élimiiution de -f—, , 

et il ne lera plu» qtwaltoa que d'éliminer x', y* entra Ici tioia jijaMioiu (1), 
.,W , (3). . 

Or , lî l'on considère x et y comme inconnues y dans le» ëqiaUoni Of, &) > 
•a ea licera, en ajani égard à l'iqualioa C^} » 



en> prenant ta wmme de ces équation* , et ayant toujours ^gard i Téquailon Ca) r 
«p olriiendn l'Apiation wdiqoée dans 1« texte. . . 

Ce résultat conduit k soupçonner que souvent des caustiques dont le? équations 
•ont très-GOm|4iquées poarraienibien dlre-des dévelvppéM'd'wtres oou^S dtmllet 
4qitatioBt WMient' HicompaMUemeat plo» •io^'les. 

%.. r. ■ 38 
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ont eonsëquemment poar expression 

quantités proportionnelles an et f , et dont le rapport ne dépend 
que de p-^X q ; l'expression générale de l'exoenlricité de ces ellipses 



quanlitë quij an contraire, est indépendante de p et q. 

De ces divers résultats dérivent immédiatemcot plusieurs consé- 
quences , dont les plus remarquables sont les suivantes : i." de 
quelque manière que varie U direction du rayon incident, les 
rayons réfléchis d'un même ordre sont constamment normaux i 
' une même ellipse', et conséqucminent tangens & sa développée; 2," cette 
ellipse a son grand axe sur la perpendiculaire menée par la lumière 
au plan du miroir; 3.* la situation de son centre dépend de celle 
de la lumière ; mais ses dimensions en sont indépendantes ; 4*" le 
rapport entre ses deux axes ne dépend al>soIument que du pouvoir 
réfringent de' la glace '; son excentricité est uniquement propor- 
tionnelle à l'épaisseur de cette glace ; 5.° EnBn , les ellipses aux- 
quelles sont normaux les rayons réllécliis do difFérens ordres sont 
semblables et concentriques ; et leurs dimensions croissent suivant 
une progression arithmétique qui a pour ra'i$on les dimensions ds 
la plus petite d'enlr'elles. (•) 



<*) Unt foii parteiw , ptr l'analiie , k ces dîv«rt rëuiliat* , lien tie u'çdt 
4lé plui facile qoe de lei «^mw jt, dénwn^c.iBi.pw des ,«|Mi(J^ti«)^J§.,pu- 
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'Rkii n'est pins facile » d'après ce qui précède ', qae d'a&sïgDer, 
arec aoe approximation soifismte , le lieu- des direrses images , 
lonqoe l'on connaît , i la fois , l'ëpaissenr et le pooToir réfringent 
da miroir (*) , la situation de la lumière et celte de l'œil. Poar 
abr^er le travail , on commencera par dëterminer le centre commun 
Iq de toutes les ellipses , puis les foyers et le grand axe de la' 
plus grande de celles gue l'on aura' le dessein de tracer. On en 
déterminera an grand nombre de points . en se serrant de la proprlélé 
des foyers. DiTÎsant ensnïle par d^ droites .^ en deux parties ë^Ies^ 
les angles que forment les rayons Tectears de ces diflereDS points, 
les intersections consécottTes de ces droites formeront seoslblemeat 
1» développée. Menant alors, par le centre , dans toutes les érections j- 
nn grand nombre de droites aux points de l'ellipse et de sadére— . 
loppée , et ^irisant chacune d'elles en autant de partie* égales qu^l 
y a d'unités dans le nombre qui expriine le rang de l'ellipse et 
de la développée déjà tracées> on obtiendra alftsl les points bomc- 
logues des ellipses et développées des ordres inférieurs ; on pourra 
donc tncer i peu près toutes ces eonrbes , aiosî qu'on lé voit 
dans la Geare , oit l'on en s supprimé la partie dont on n'avait! 
pas besoin. Si alors O est le lien de l'œil » ÏI ne sera plus question 
que de mener par ce point , suivant une direction normale aux 
ellipses ou tangente ) leurs développée» , les droites OI, , Ol, . 

01, ,......; et leurs points de contact I. , I,, 1, , avec ces 

développées seront y avec le point !« , les lieux des diverses images,' 
lesquelles seront conséqaemment ntuées, avec Kaïl O et la lumière 



nmad g&mârîqae» ; mai* , outre qu'il c«t pefmîs de doaler qu'il en TiH réniV 
qydqae amnla^, aou* le rapport de la clarté at de ift brièveté » il me Mtebla 
qu'il j i une tort* ie mauvaise Toi à uiivre , dai» l'ex^osîtioB des vinti\ auxquelk» 
on e*t parrenu , des procM<^s diâ^'rens de cens qui nous le* ont fait découvrir. 

O Dan» I» cas ordinaires » «a aura g : A : : 3 : », ce qui donne f= i » 
psi^^J environ- 
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L > dans nn m^tne plan perpendicuUîre au tableaa. L'Imtge I« sera 
peu seDsible i l'îiirage I, sera la plus apparente « et les suivantes 
I> > I| * I4 «....,. décroîtront progressivement d'intensité* jusqa'à 
ce qu'enfin elles deviennent tout k fait insensibles. 

On peut désirer de connaître la courbe sur laquelle se irouvent 
tontes ces images , pour une situation donnée de l'oùl O du spe&- '' 
tateur ( voici k quoi se réduit cette recherche. L'équation (3) - 
dôme, en différenciant 



tfoù il «dit qoe l'équation de la tangente par an point la j dont 
les coordonnées sont 3^ , y* , t&t 



y-y^^s-*')p^ ; 



si l'oB reut que cette tangente passe par le point O, en désignant" 
(»ar > , ^ les deux coordonnées de ce point , l'équation de la tao^ 
geate deviendra, en sopprimant les accents 

ott 

oti enfin 

je et / étant les coordonnées du point de contact. II faudrait dodc;'- 
pour obtenir l'équation de la courbe cherchée , éliminer n de celle-ci , 
au moy^en de l'équation (IIQ ; mais , puisque n n'y entre pas , il 
Ctut è« conclure qu'elle ^t elle-mëioe l'é^tion de cette courba 
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AiosT , U nature et la sitoation de la «ourbe sur laqaelte.Iei 
direrses images M troarent situées est tout k fait indépendante d« 
Tépaisseur de la glace ; teUement que , si cette épaisseur pouvait 
varier , pendant U durée de l'observation , les images ne feraient 
•implement que sa resserrer ou s'écarter les unes des autres, sans 
Quitter la courbe dont il s'agit. C'est ce qui arriverait , par exeniple, 
ai l'on metlait en expérience un miroir métallîqiïe borizontal', gar'nt 
d'un rebord , et recouvert d'une couche d'eau qui augmenterait on 
diminuerait peu à peu d'épaisseur, soi t au moyen d'un conduit qui 
en apporterait de la nouvelle , soît au moyen d'une ouverture qui 
la laisserait au contraire échapper. 

II est clair que , toutes choses égales d'ailleurs ^ plus la glace 
est épaisse et plus ausssî la distance entre les images doit être 
grande. On sent aussi que » pour une épaisseur donnée de la glace ^ 
et une situation donnée de la lumière * il y a une certaine situation 
de l'cEil , plus favorable que toute autre au parfait développement 
du phénomène. Enfin, le plus ou moins grand pouvoir réfringent 
de la glace influe aussi sur la distance entre les îmAgea; puUquo 
les ellipses seront plus on moins excentriques , k proportion qus.) 
ce pouvoir sera moindre ou plus grand. 

Dans tout ce qui précède ^ j'ai. cootUmmeat sappoa£ qm U$ 
Surfaces antérieure et postérieure du miroir étaient rigourausement 
planes . et parallèles. Dans un tel état de chosos , il est évident qa» 
si cette glace glisse ou tourne , sans 'sortir de son plan , il n'en 
devra absolument résulter aucun changement dans l'a^iect du phé- 
nomène. Mais il s'en faut l>ien que les choses st. passent ainsi, 
dans la réalité , et cela prouve qu'il est ' biui peu de miroirs qui 
satisfassent à cette double cimdiUon. 3'ai, même lieu de présumer 
que la moindre courbure ou le moiudro défaut de paralléUsmo 
dans les deux surfaces du miroir exerce une infloence notable sur 
l'aspeet du phénomène ; c'est ce dont au reste on pourrait s'assurer, 
en traitant la question sous on point de rue up peu plvs généni, 
que celui sous lequel jt l'ai envisagée. ,^ 
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/g^" MULTIPLICITÉ DES ÎMAGE,S. . 
'. Tout étant d'ailleurs da'us la figure 4 comme dans la figure 3; 
supposons présentement .que la glace ne soit point ëtamée; tout 
se passera comme dans le premier. cas ; avec cette différence qu'une 

partie de la lumière parrenae en fig , N, , N, , N„, sortira 

Je la glace du côté opposée la lumière, suivant des directions' 

N.Q,. K.Q, , W,Q, .N„Q„^ parallèles à LM„. Ainsi, uu^ 

Spectateur placé du même côté de la glace que la lumière pourra 
ol>servec des cflets tout pareils k ceux qui viennent d'être décrits î 
si ce n'est pourtant qu'à raison des pertes de lumière qui ont Heu' 
en'N|, N, , N, , ...... N„, le phénomène sera heaucoup inoins 

sensible ( mais , il le sera davantage pour te spectateur placé du 
câté opposé , le'quel devra être affecté d'un nombre indéfini d'images 
de la lumière. 

* Soit pris ici lè point L pour origine', en donnant d'àllleàrs leS' 
mêmes directions aux axes',* nous aurons, comme ci-dessus, 

M.M.=M,M.=..;=C»T*..M.=N'iR.:ïN.N,=-=N^,N„=^^=;i 
nous aurons d'ailleurs 

' ...'■■■ \p'+î'-^^ 

f ^quatlpa du rayôii N„1^' sera donc 

... i.-.' , ■ r^u-^ Vf ^^l'I g^(^--A-^) i . ■ 

^i'éii rédiJsinl et chassant la dénominateur ^ 

«q'nxtiàh: iful deviendta l'ëquàiioa fl) ,.' en y çhangeuit sïmplemeqï 
r— a; en a et an— t en aii,''"-' ■ .. 
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. 'H nt, [i\$é de çowlure 4^ I^ que tout ,se {tas^e^a vx^fi^meiQt ici 
'oDmmo dans le premier cas, arec cette dïfFére^fce i." (^'pn pnenapc 
-•UT LM .une partie LL'=MN=f , le point U sa^ \a qeq,tre cpfg- 
' mtin de toutes les ellipses et déreloppées'; 2.^ <}ue ce ceoire commttft 
1/ ne sera le lieu d'aucune imaf^e ; 3.** qu'enfin la première ellipse 
• n'aura ses dimensions que n^mliié de celles de la premjère eUip,se 
du cas précédent ; et que. les dimensioiivde to:^[e8']es autrç$ for- 
meront une, progression arithmétique croissante , a.yant .pour raison 
le double de dimensions de cette première ellipse. 

Je terminerai par observer que, dans l'un et dans l'autre cas^ 
si le pouvoir réfringent de la, glacejétalt iDoifidre que celai de l'a\r; 
c'est-à-dire, si ,i était plus grand que g, ^ depr^^,dra'^t iffiagipairç , 
^et les ellipses se changeraient en, hyperbole* ■ ■■,.:* 



QUESTIONS RÉSOLUES.; : 

Solution du premier des deux pmAWn^s de géoTn^^e 
proposas à la page 2^ de ce voîurne ; 

Par M. J. B. Durramde (*)■ 



IrROSLÈME. Deux points étant donnés Se position par rapport 
à une droite indéfini» ; on propose da- décrire trois cercles , de 
manière que deux dentr'eux se touchent , touchent la droite donnât 
et touchenf fjtspeçfivem^ent le troisième. ffux, deux. points, donnés? 



<*) M. Dnrrande est un géomètre, de 17 uia ^ ^ ■ 'PP^', ^ nuthémitîqiie* 
suU autre secounque celui det IIvk*.' " ' "" * ' V. î). Ç. ' 
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Solution. liés <ïeax points donnés peavent être «»tués d'tm même 
> c4t^ de la droite donnée , ou bien ils peurent élre situés de difFéiess 
côtés de cette droite, ce qui fait deux cas que nous allons ooHr 
sidérer soccessîvenient. 

Premier cas. Soient KHG ( fig. 5 , 6 , 7 ) la droite indéfinie 

donnée , et A , fi les deux points donnés d'un même c6té de cette 

droite, W s'agit de décrire tro!^ cercles tels que deux d'entre eux 

' se touchent , touchent la doite donnée et toueheat le troisième 

l'un en Â et l'autre en B. 

Concevons que le probtime soit résolu. Soient APGPM , BFHQN 

deux cercles se touchant en F, touchant respectivement là droite 

' donnée en G et H , et touchant un troisîime cercle le premier en 

A et le second en B ; soient D , E p C les centres respectifs de 

CCS tcoû cercles. . . 

Soient menées une droite MABN par les deux points donnés 

et une autre PDFEQ par les centres de& deux premiers cercles ; 

il est connu (*) que ces deux droites coiïcourront en un même 

point K de la droite donnée; et. puisque A et B sont donnés, 

' )e> point il te sera aùssr. 

Far la: propriété des sécantes et par une antre propriété connue» 
va. taia les trois proportions 

KA:KF:iKP:KM . 

KN:KQ::KF:KB , 

KQ:KN::KM:RP (•*) r 

AsquèlTes on cenctura , par muftipli cation et réduction. 



•(•). Voje». VAp<a^uuù$ Gtdlut de .Yiêle- 

m: 
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KA:KF::KF:KB : 



397 



KF «st donc moyenne proportionnelle entre les longueurs données 
KA et XB } cette longueur KF est donc donnée > et par conspuent 
01.' l'on imagine du point K comme cenIrS , et avec lalongueui* 
KF pour rayon un arc RFS , cet arc sera aussi donné ; et , comme 
il touchera k la fois en F les deux cercles dont les centres sont 
' D et E , le problème sera réduit & décrire denx cercles touchant 
à la fois 11 droite donnée et l'arc RFS , et passant de plus le 
premier par À et le second par B (*). Ces deux cercles étant décrits, 
le concours des prolongcmens des rayons DA et £B déterminera 
le centre C du troisième. 

Cette conitniction serait en défaut, si la droite qui joint les deux 

' points donnés était parallèle i ta droite donnée ; mais alors la per- 

' pendiculaire sur le milieu de cette droite serait une tangente commune 

aux deux premiers cercles ; de manière ^ue le problème serait 

- rédail à celui-ci : décrhv un cercle qui , touchant les deux côtés 

d'un angle droit, passe en outre par un point donné (**). 

Si l'on exigeait que les deux cercles qui doirent toucher la droite 
donnée fussent intérieurs l'un i l'autre , ils ne pourraient loucher 
cette droite qa*au même point. Alors A et B étant toujours les 
deux points donnés' ( 6g. 8 ) , et F éiaot le point où les cercle» 
dont les centres sont D et £ , touchent la droite donnée. Il est 
connu que le cercle qui touche le cdté CE du triangle des centres 
et les prolongemens des deux autres DE et DC , passe par les trois 
points de contact A, B , F ; AB est donc une corde de ce cercle; 



(*} Voj'ez , pour ces problèmes , lei page* 35o , 353 el 354 <!<> IV vaIub» 
i» ce recueil. 

J. B, G. 

T»m. r. 39 



.y Google 



sg^ QU^ST'lôNi VÉS'OLUES. 

et , comme il doit avoir soo centre sur la droite donntfe ^ 
tangente commune il deiiz de* ' cercles , ce cen^e O sera 
l'îftterseclîon de cette droite avec la perpendiculaire sur le mi- 
lieu de AB. Décriraot 'donc de ce '.point; comme centrai, ; et 'i^ic 
OA=OB' pour raywi, un arc-, cet 'arc, par son interséclioD 4rtc 

'la droite donnée, déterminera le point commun de' contact F ;'«t 
alors le problème n'aura.plusi.de difficulté. . .i -. ,. ' . 

Deuxième cas. Les points donnés A et B élâiit de difleréns cdtés 
de la .droite donnée OF ( lig* 9, 10), les deUx cercles q&i doivent 

' toucher celle droite la touchcront*Dussî de différens côtés; et, \comme 
ils doivent de plus se toucher, ils ne pourront U toucher qu'au 
même point F qui sera aussi leur -point commun ;'on se trouv-era 
donc encore dans le dernier cas que nous venons d'e^iaipiner ; il 
ne s'agira donc encore ici' que d'élever sur le jnilieu de AB ' une 
perpendiculaire coupant la droite dohnée en O , et de décrire enftuile 
du point O comme centre^ et avec QA^OB pOur rayon, tm arc 
qui déterminera sur la droite dohnée le point de contact F, 

Lorsque la droite menée pir les deux points donnés est per- 
pendiculaire k la droite donnée , toutes ces constructions sont 
«uperflues , et le . problème derieat de la première facilité. 
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QUESTIONS PROPOSÉES» 

Problèmes de Géométrie. 

I. VjONSmuilLE qaitre spbires de manière qae trois d'entre elles 
se touchent deux i deux , touchent un même plan donné et 
touchent la quatrième en trcHS points donnés ? 

IL Construire quatre sphères de manière que deux d'entre elles 
se touchent en un point donné » que les deux autres se touchent 
aussi en un point donné , touchent chacune de celles-là ^ et toodient 
à b fois les deux faces d'un angle dièdre donné ? 

Prahîème dAnalùe. 

Assigner l'intégrale finie et complète de Téquatioa dîHereBtleUe 

dans Isqueltc X est supposé une fonction quelconque de s dont 
la difFérefitieUe est X'Ax , et -«ù « est la base des logarithmei 
naturels ? 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution des deux problèmes de géométrie proposés à 
la page Sa de ce volume \ 

Par M. J. B. Burrande. 



ÀjEMME. Dans un quairilaûre , qui à deux angles droits 
opposés Vun à Vautre , un angle oblique et les deux côtés adjaeeas 
étant donnés , déterminer les deux autres côtés , ainsi que la 
diagonale qui joint les sommets des deux angles obliques ? 

Solution. Soient * l'angle oblique donné , g , /i les deux côtes 
qui Le comprennent, y e% x les câtës respectÎTement opposés, et 
X la diagonale qui joint les sommets des angles obliques. 

g est la somme des projections de Â et jr sur sa direction ; et 
A est pareillement la somme des projections de,^ et x sur sa 
direction; d'où il. résulte qu'on doit avoir 

g=hCos.H^Sm.i , A=^os.l+xSin.f j, 

e'Mt-&-dire , 

__ ^— ACoï.# _ S—gCM.f 

y~ SinJ ' *~ SiD.» ' 

mais on a de plus 
donc, en substituant. 



Sw.» 

Tam. F , a.» X, i." «r// 18»5. 
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PROBLÈME J. Trois cercles , tracés sur un même plan i Aa/rf 
tels que chacun d'eux touche les deux autres'^ trouver^ en fonction 
de leurs rayons , i .' le rayon du cercle qui passe par leurs points 
de coniaet deux à deux y 2." le rayon du cercle qui passe par 
leurs centres ? 

Solution, Soient A > B , C les «entres €l a ^ h ^ c les rayons 
respectifs des trois cercles jdont il s'agit. Lo triangle ABC pourra 
être quelconque , puisqu'il &e trouve dépendre de trois ilémens ar- 
bitraires et îndépendans. 

Le cercle inscrit k ce triangle a , par la propriété des langentei 
partant d'un jnénie point j ses points de contact avec les côtés tellement 
Mtués que chaque sommet est ëgaleœcnt distant des points de contact 
avec les côtés qui concourent jt ce sommet ; d'oi!t il suit que ces 
points sont aussi les points de contact des cercles deux à denx. 
Ainsi , le cercle qui passe par les points de conlact des cercles 
donnés deux à deux n'est autre chose que le cercle inscrit au 
triangle ABC. Quant au cercle qiii contient leors centres , c'est 
évidemment le cercle circonscrit aa même triangle, 

La question proposée se trouve donc ramenée à déterminer, en 
fonction de a ^ h , c , les rayons des cercles inscrit et circonscfît 
au triangle ABC ; soient D , £ leurs centres respectifs » d, e leur* 
' rayons. 

Far les formules connues , on ï 



3AG • BC 
mais , on a d'ailleurs . , 

donc , en substituant,- 
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Ea remarquant que raîrc- f 6v triangle est la moUîé du produis 
de deuK cotés par le sinus de- l'angle compris , on aura- 



des perpendiculaire» abafssées du centre Tf sur les cdtés cÂ, ^ ,■ 
êV dont la longueur commune est d, formeront avec ces côtés un 
«quadrilatère bi-reclangle dont les deux autres côtés ont aussi uni 
longueur commune c et compreonenï entre eux. l'angle C , connui 
pas ce qui précède ; on aura donc ( Lemmt )' 



^est-î-dire, en substituant ^ 



-r\ 



.-H+c 



tel est donc le rayon du- cercle qui contient les pointa de eonttCC- 
Si l'oa voulait avoir la* distance DC y on trouverait d'abord- 



Sm,C * 

fia\s, en suluUtuaaC 

Les pprpendicalaires: abaissées* du' centre E' sur les cdtés CÂ^ ^ 
CB^> forment avectçes' côtés un- autre' quadrilatère bî - rectangle y 
dont uD' angle' oblique- est* encore C et dont lés deux côtés adjacens: 
sont ; (c-^a) et ^ (e-{-t). La diagonale' ^uî joint lé» deux angles oblique^ 
iCant; e>,OD aara< {Lemme^ 
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•S/ en «ubslituaat , 






et Ici «st le rayon du cercle qui contient les centres. 

Si l'on représente de plus par « la perpendiculaice abaissée du miniff, 
peint, sur le côté fiC, on aura 

*~ aSin.C ' '• 

e'est-i-dire , en substituant , 



= (H^). 



4»/fl*cc<H-*-KJ 



PROBlÈME II. Quatre sphères étant teUement situées dans 
t'espace ^ue chacune d'elles touche les trois autres \ on propose de 
démontrer que leurs six points de contact , deux à deux , sont 
sur une même sphère ? On demande , en outre , de déterminer , 
en fonction des rayons de ces quatre sphères , i." /* rayon de 
la sphère qui contient leurs points de contact deux à deux; a." le 
rayon de la sphère qui passe par leurs centres f 

Solution. Soient Â * B , C , D les centres et a , h , e , d , lea 
rayons respectifs des quatre spbères données. Le tétraèdre ABCD - 
ne pourra être quelconque, puisqu'il se trouva uniquement dépendre 
de quatre élimens arbitraires et îndëpendans , lesquels sont les 
rayons des quatre spbères données. On voit , en effet , que , l'une 
quelconque de ses arêtes étant nécessairement la somme des rayons 
de deux de ces sphères , l'arête opposée doit être la somme des rayons 
des deux autres ; de sorte qu'il y a entre les six arêtes de- ce 
tétraèdre cei troi» relations, qu« la > somme de deUx. arête* opposéel 
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qaelcbnqnes est cûnstanle et égale à la somme des nyons des quatre 
epfaères donnëes. 

G>nceTons qu'on ait inscrit des cercles aax quatre faces de ce 
tétraèdre ; les poiata de contact de ces cercles afec les arêtes qui 
terminent respectivement les faces auxquelles ils sont inscrits seront 
^idemment {Probièmel) les points de contact des quatre sphères 
deux \ deux ; d'où îl lësulte que les deux cercles tangens à une 
même àréle la toucheront au même point ; ou ,' ce qui revient au 
même , que les quatre cercles se toucheront deux à deux en six 
points'; où ils auront les arêtes pour tangentes communes. 

- Par les points de contact qui appartiennent adx trois arêtes d'un 
même angle triêdre quelconque, concevons trois plans respectivement 
perpendiculaires à ces arêtes ; ces plans passant , deux \ deux , 
par les centres des trois cercles inscrits correspondants se couperont 
suivant les axes de ces cercles , qui cons^quemment concourront en 
un même point -, et il est aiaé d'en conclure que les axes dû 
quatre cercles concourent' en es point. ' ' - 

L,e point de coaconrs des quatre axes est évidemment également 
distant de tous les points de la circonférence de chaque cercle « 
en particulier ; puis donc que ces cercles ont , deux & deux , un 
point qui leut est comtnun , il faut en conclure ^ue le point de 
concours de* quatre axes est également distant de tous les points 
de toutes les circonférences , et vonsëquemment des six points de 
contact de nos cercles deux à deux , lesquels se trouvent tous 
conséquemment sur une même sphère , dont nos quatre cercles sont 
les intersections avec les faces du tétraèdre , et à laquelle toutes 
ses arêtes sont tangentes. Quant ii la sphère qui contient lés centrei 
'des quatre sphères données , c'est évidemment la sphère circonscrite 
■u tétraèdre ABCD. 

La question proposée se trouve donc ramenée \ déterminer , en 
fonction de a f b , c , d , \t rayon de la sphère qui touche à la 
fois les six arêtes' du tétraèdre ABCD ; et le rayon de la sphère cir- 
^ conscrite an même tétraèdre : problème qu'au tnrplua ou'ne saurait if 
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proposer pour tia tërraidre quelconque. Soient £ ^ F les centns 

de ces sphères et e , f leurs rayon» respectifs. 

En désignant simplement Ie& angles dièdres par leur» alites,' 
l'angle trièdre D donnera , par les- focmules. connues » 

Cof J3C Sui.CDiSiit.CDB. ' 

Mai& on a. ( Prohl. I ) 

"'■+(•4*)'— »r 



Coj.CDA=- ^ 
CiU.CDBs: 









C£W.ADB=- , , 

dbna 

AU » eu de'veloppant et réduisant ,, 

-, — . c*((nJ4^— gft+J'^ac4-^t^-flgr 

Su l'oni se- nppelle'que le* volume- T d'iia tétraèdre- est les deuç 
tiers- da produit des- aires- de' deux, dp' ses- faces multiplié par I9. 
ûnus de' leur- inclinaison: et divisé par l'arête- qu'elles détermineat^ 
i*t si l'on^ fait. attention! ( Proà^ 1 ) que: 

90 tBonerv &cil9ii)«al 
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fonction sym($lrïc|ue ^e a , i , c^ 3 ^ tomme on pouvait bien s'y 
attendre. 

Si du point £ on abaisse des perpendiculaires 3ur les plans dei 
faces CAD, CBD, et qu'on joigne leurs pieds 'au point de contacl 
de DC avec la sphère dont £ est le centre ; on formera un qua- 
drilatère bi-rectanglc , dans lequel deux cdtës seront les rayons drk 
cercles Inscrits i ces mêmes faces : rayons que nous représenterons 
respectivement par «et ^. L'angle compris sera égal à l'angle dièdre u?, 
«t la diagonale qui joindra son sommet au commet opposé sera le 
rayon e de la sphère qui contient les points 4e contact ; on aun 
donc ( Lemme } 



\/ ••>— a-^6'oj.DC+^* 



Sin.DC 

Mais, nous avons les -valeurs de sinus «t coÛDUS DCt et l'oo * 
de plus ( ProB. 1) 





1/ '"■' 


'=} 




il 


viendra donc^ en snbstîtnant 








■aaïcJ 






*- ' ï/Bj«rfc«-K-H-H)'-(aH<^(«-H*(««-H^) 


ou 


encore 








'=f 







e' est-à-dire , que le rayon de la sphère qui contient les six poînl» 
de contact de quatre sphères dont chacune touche les tcois autres , 
est les deux tiers du quotient de la division du produit des layooJ 
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des quatre apbires par le volume du tétraèdre qui a ses somme!» 
it leurs centres. 

Du centre F soient abaissée» des perpendicolaires sur les plana 
des deux faces CAD , CBD j ces perpendiculaires et les droites qui 
joindront leurs pîed» au milieu de l'arête CD formeront un qua- 
drilatère bî-rectangle , dans lequel un angle sera encore égal à l'angle 
dièjre CÛ ; ses deux côttSs comprenant cet sngle seront les distances 
de l'arête ÏJd aux centres des cercles circonscrits aux mêmes faces: 
distances que pou» désignerons respectivement par ^' et mi i amsi, 
en désignant par k la dislance du point F à l'arête CD, cette 
.dislaoce sera, la diagonale du quadrilatère ; on aura donc ^Lemme) 



Sin.C * 

maïs, Sin.C et Cos.C sont connus, et l'on a d'ailleurs (Proh.l) 

il viendra donc , en substituant , 

maïs , en menant FD=/', cette droite est l'bypotbénnse d'un triangTe 
rectangle, dont Â. et '-{c-^-d) sont les cotés de l'angle' droit; d'où 
il suit qu'on doit avoir 

CQ S» rappelant donc, qu» 
3 Trendrai 
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ou en développant réduisant et décomposant 

Telle est donc l'expression du rayon de la sphère qui contient les 
centres des quatre spbètes données. 



Solutions du pr(^îème daritJimétique proposé à la 
page 220 de ce volume. 



ÉNONCÉ. Quels sont Us nombres dont toutes tes puissances 
ont , pour leurs' n derniers chiffres à droite , respectivement ,' les a 
derniers chiffres à droite de ces nombres eux-mêmes ?' 

Première solution ; , 

Par M. TiDBNAT , correspondant de l'institut , recteur de 
l'acadétnie de JSismes. 

I. Soient N, W deux facteurs de n cliiâres au moins , et concevons 
qu'on les ait partagés , l'un et l'atilre en deux tranches dont là 
dernière ii droite ait n cbifFres. Soient alors respectivement a , a' • 
les tranches de gauche et i., ^ les trancties de droite', considérée* 
les unes et le» autres comme des nombres- isolés ,• on aura ainsi 
Tom, F. 41 
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'd'oÀ' en eOi^elura 

A eansB" thi/ factçrar ro" . qui affecte U" première putie de ce 
produit ,~ eltc n'auri aucune ioiluence sur ses n derniers cfailÏTes & 
droite, lesquels ne dépendront ainsi que de 3 et £''; c'est-à-dire' q^e^ 
pour que lé produit de deux nombres ait k sa droite n chiffres 
donnés , disposés daus un ordre donné , il est' nécessaire et îl suffit 
que la dernière tranche de n chiiFres delà droite du multiplicande, 
multipliée par la dernière tranche de n chliTres de la droite du 
multiplicateur donne un produit qui ait ces marnes n chiffres it'ii 
droite, disposés entre eus dans l'ordre assigné. 

Il suit évidemment de là i.'* que, pour que toutes les puissances 
d'un nomhre aient à leur droite les mêmes n derniers chiffres , 
îl est nécessaire et il suffit que les n derniers chiffres de la droite 
de son quarré soient respectivement les mêmes que les n cfa}ffrea 
qui le terminent lui-même ; 3.* que pour que les n derniers chiffres 
de la droite du quarré d'un nombre soient respectivement les mêmes 
que les n derniers chiffres de la droite de ce nombre , il est néces- 
saire et il suffit que le quarré d^ sa dernière tranche de n chiffres 
à droite soit lui-mêmd ternilné par fiés mêmes chiffres. 

Voilà donc la question proposée réduite à celle-ci : Queh sont 
'te* 'nbiTihres de n tkiffres çiU terminent eiùe-rAinies leur -quarré ? 
c'est sous ce point de vusquié nous allons l'envisager. 

II. Il suit , de ce qui vient d'être dit que tout nombre de n 
chiffre qui termine lui-même son quarré doit avoir pour sa dernière 
tranche de p chiffres à droite un nombre qui termine aussi lui-même 
son quarré , p étant un Qombre quelconque moindre que n. 

Supposoiis que , le problème ayant déjà été résolu pour les nombrw 
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'<de ft*^t eliî0rM> on reuiUe le résoudre ponr les BombrM de n 
chifires} I«s noialwcs duretés d« poorroni fitreanlus^ae les nombres 
déjà trouT^s f augmentés d'un chiâie sur Jeur giuche ; et il Vagira 
d'asstgoer ce diifiie. 

Soit a l'on des nopilires qoi réaelTont le problinie pour le cas 
de n — 1 chiiTres , et soit h la tnuiebe de son quarrtf ^i est à 
gauche de s«a n— i deriùers cb^ifEres , ta, aorte ^o'on ait ' 

«•=10"- '*+« • 

Soit ensuite A le cliiflr» qu'il faut écrire ï la ^aoch^ide a pqar 
parreoir k nn nombre correspondant de n chiffres ^ui^iésolre la' 
problème ; ce oomlwe sera aiosi 

dont le quarrë sera . , 

I0»"-».-^+3 . IO"-'tf^4o' J 

ou , d'apris la prëc^dentè râleur de tf* , 

et il faudra que ce quarrrf soît termine par io"~*r.^4-*, *^3t^ï^ 
dire, qu'il soit égal & ce oombre pliis uij^DmJtîple quelconque de 10"^ 
Mais comme , excepté le cas où l'on aurait n = i > io*"*~* est tou- 
jours tout au moins égal -i .lo"-; il s^ensuit ip'on peut n'avoir aucun 
e'gard i la partie io*"~*.^* de ce quarré , laquelle l,omheiaj^tQji|o<p» 
Ml delà du n.™* chifire à gauche , et se contenter de poser 

M qui donoe^ en védifisfot, tran^pi»9aQfc> let^visant par ro'^*' ,. 

(^3tf — lyAsshOM—i i . ; 
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équation que l'on 'poarrq simpIlBer , ^aas chai|ne cas particulier , 
i HÎson de rindéteCmiiMtioa lie x, en rejetant toutes les dizaines 
qui s6 trouveront d^ns 2a — j et B. 

Nous voilà donc en état de résoudre le problème , pour une 
valeur quelconque de n , si nous savons le résoudre pour la va- 
leur de..n immédiatement inférieure h celle-là. Nous pourrons donc 
le résoudre pour toutes les valeurs de r , si nous savons le résoudre 
pour la seule valeur n = i. 

Or, pour trouver les solutions qui conviennent à ce cas particulier, 
il sufEt de comparer tous les nombres d'un seul chiifire , y com- 
pris o , & leurs quarrés , ce qui donnera 

^=0 , 1,5,6. 

Ce cas ainsi résolu , rien ne sera plus facile que de s'élever aux 
suivans. 
Pour n^2 , on aura 

a—o, 1,5,6, 

3=0 , I 2 , 3 , 

2d— 1=9 ,1,9,1; 



•d'où on cooclora 








*=o 


; 


a , 


I ; 


A=o 


* 


3 , 


7 ■ 


Pour R=3 , on aura 








tf=00 , 


01 


35 


.■76 


f = . 





6 


7 


30— ic= 9 , 


ï 


9 


, I 


à'oH on conclura 
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3i3 



Pour nss4t 



x=o , o 


6, I ; 


rf^SïO , o 


.6,3. 


on aura 




« = 000 f OOÏ 


625 , 376 


è= o , o 


y I 



aa-i= 9,1,9, I ; 
d'où on conclura 

X KO t o , o i i , 
A^o ,0,0,9. 
Pour n = 5 , on aura 

a =0000 f 00*1 , 0625 , 9376 ; 
i^ o , o t 9 , o p 
aa—ixs Q , i , 9 , r ; 
d*o& CD conclura 

:V:=0 ; o . 9 » o , 
^=0 ,0,9.0. 
On poarraït poar»iTre ainsi indéfiniment ; mais il est aisé 
de Toir 

1.** Que la série de valeurs o , 00 , 000 , se poursuivra 

toujours indéfiniment suivant la même lot , sans qu'il soit besoin 
d'en faire le calcul. 

2." Qu'il en sera exactement de même pour U série de valeurs 

I , 01 , 001 ,.....• ' 

3.<* Que t pour la série de valeurs 5 , aS , 6aS ,....., sa—i; 

dëlivré de ses dixaines , sera toujours 9 ; en «orte que l'équalion 

à résoudre sera ^Assios—t; mus t parce que ^siioA — A^ et 
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que s peut être changé «a A-"^ , oa pour» \ celle îf^Uon 
«uIutHuer la «iWante 

'4-' Qu'enfin, pour ta s^e de valeurs 6 ; 76 * 37G,.,:., a»->i ,- 
dëlirré de ses dixaioes. sera toujours i ; eo sorte ^e féquatioD i 
■ésoudre sera stmpleiBMit 

Oii Toît donc que , pour parvenir aux solutions , autres ^e o 
tt I , ^ut doivent répondre aux diverses valeurs de n , on n'aura 
à résoudre ^ue la double équation 

A=^iox'^i ; • 

p signe supérieur ou le signe inférieur devant être pris » suîvanC 
qu'il s'agit de valeurs terminées par 5 ou de valeurs terminées par € ^ 
8t h ayant uns valeur propre \ chacun de ces deux cas. 

Or , comme , d'après ce qui précède , b se réduit toujours & un 
nombre d'un seul- chiffre , et comme A doU aussi avoir un seul 
chifire, il faudra faire , pour le sîgne supérieur ^ a^o, et poutl* 
signe inférieur x^i , ce qui donnera les deux formules 

A=h » jrf=io— ^ ► 

Si donc--oii-se rappelle que b, délivré de aea dûcaiaes , n^tst 
autM chose que le n.*^ chiffre de droite à gauche du quarré de a, 
an verra que la première série, de valeurs peut se^ calculer direc- 
tement par ottte cèglc fort siqofle : Qaarrez la nombre d'un seat 
ehiffre , en rejetant tous les chiffres dé ce ^aarré «u delà du 
second; a voas avr-ez- ainsi la ntm^e dff-deux ■chiffres. Qaarrtz 
eelui-ci , en rejetant tous les chiffres de ce quarré eu delà du 
iraisiàme ; et cota aurei là Homhre de' tPûis coffres. Poursuiiiez 
miasi deia m/me maaiire' y cmsi M» ^w foits Je déiipem. Voîeâ 
£r,tj0edttodaiili 
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itË3<QL:irKa; ■'ta 



s 

5 


prenûer nombre. 


lï 


deuxUme DomW 


. oS 




105" 




Sa 




6Î5 


ttoiiiii» nombre. 


625 




3i35 




3S0 




5o 




0625 
o6>S 


qutriime Bomb»: 


3ii5 




laSo 




75o 




90625 


«aqaî&me nombre. 



n n'y aurait pas grand changement \ faire \ cette rîgle ; pont 
la rendre propre au calcul de la seconde sërîe de valeurs ^ il ne 
s'agirait en eflet pour cela que de substituer au dernier chiiFre 
admis sur la gauche de duque produit sbn complément à 10 j ainn 
qu'on le Toit ici • 

6 , premier nombre. 
6 

76 t deuxlime «lomlm. 
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76 t deuxième nombfe* 

_Z! 
îi 

376 , troislimc nombre. 
376 

2356 

63> 
28 

9376 p qoitriime nombre. 

9376 
56256 
5632 
128 

i4 

09876 , cinqui&me nombre. 

Mais il existe , entre les nombres des' deux séries , une relation 
qui peut conduire plus rapidement au but , et qui est trop curieuse 
pour la passer sous silence. Remarquons , en effet que , d'après 
les résultats déji obtenus , on a 

5+6=11 , 
, , 25+76=101 , 

625+376= 1,001 ■ » 
0625+9376=10001 , 
ce qui nous conduit à soupçonner que ^ et M' étant deux nombres 
de B cbiiFres qui résoWeni le problème, on pourrait bien avoir 
en général 

-<+^=io"+i . (0 

Or , 
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Or , c'est une chose facile à vëriEcr. A étant nn 

le problème, on doit awir ^^^* «>. ._,^ 

or, en âîminant A entre ces deux ^«juations , ;i /,g_, 

^/»=10'»(2^/+«— lO'— 1)4-^ . 

OU, en posant a^'+j:— lo"— !=«' ,- 

A^=i&'s''\-A' > (3) 

ee qui prouTe qae A' , lie'e 5 w^ par la relation (0 * ï'^ut égale- 
ment fe problème. Au moyen de cette remati^ue , on n'aura «Qu'une 
seule série de valeurs à calculer* 

in. Au lien de demander que Tes ^mémes n derniers cEiffres se 
reproduisent à la droite de chaque puissance , on pourrait exiger 
seulement qu'ils' se reproduisissent de deux en deux puissances, 
ou de trois en trois, de quatre en- quatre ,....,.et généralement 
de m en ;7r ; et d'abord les nombres que nous venon» précédemment 
de trouver résonnaient le problème ; puisque toute suite de termes, 
égaux peut être conndérée comnie une suite périodique doift ièd 
périodes ont tant et si' peu de termes qu'on veut. Mais si l'on' 
exigeait que les mâmes n damiers cbîflTpes reparussent de- m en /rt 
puissances et • pa» . plaMt , le problème deviendrait possible ou im- 
possible suivant la nature des nombres m- et n, ainsi qu'on vé 
le voir. 

Supposais-, en premier li-eui, que les mêmes' n- derniers cKilFFrËâ' 
d'oîvent se j-eproduire de deux en deux puissances ; la question se- 
réduira évidemment \ trouver un nombre de n chiffres dont les; 
chiffres soient respectivement hs ir derniers clii/Ircs de la droits: 
de son cube.- 

Tam. r. 4a. 
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Soit a l'un des nombres de n — i chiiTrcs qui résolvent le pro-> 
blè'me ; Wit b la partie de son cube, qui est à. gauche de ses 
n-~i derniers chiiTrcs , considérée comme un nombre isolé ; on 
aura 

Soit ensuite A le chiffre qu'il faut écrire à la gauche de a pour 
obtenir un nombre de n chiffres -qui résolve le problème ; ce nom- 
bre sera 

dont le cube sera 

io»"-».-4*+3.io»"-*.tf^»H-3.io«-*.a'/^+a' . 
Les deux premiers termes de ce cube n'ayant aucune influence 
sur ses n derniers chiffres à droite , seront de nulle considération; 
en les supprimant donc , et remettant pour t^ sa valeur lO"". J+a» 
il faudra que le nombre résultant sqit terminé pw.io"~*.^+fl î 
On aura donc . . 

ce qui donnera , en réduisant, transposant et divisant par io"~' ^ 

(3a* — \)A-=\QX—h ; 

équation qu'ï cause de .l'Ind^erminalion de ^ , on pourra simplifier 
danf chaque cas particulier* en ne prenafit que le seul chtflFiedes 
unités dans les deux nombres. Za'-~,i et b. 

. Il ne s'agit donc .plus présentement que de eonnaître toutes les 
solu\ipns pour, la valeur /i = i ; or, il suffit pour cela de comparer 
successivement tous les nombres d'un seul chiffre , y compris o , 
an dernier cbî£fre djeleyrs cubes; ce qui donne, sut-le-champ 

^ A^o , 1 , 4 . 5' » 6 » 9 • 
On passera de là aux autres , cas ainsi qu'il suit : 
Pour n=3 , on aura 
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0=0 r l t 4 t B t 


6 , 


9i 














i=o , o , 6 , 2 , 


■ , 


2 , 












3a-- 


-1=9 ,2,7,4, 


7 . 


2 








d'oi 


oa 


conclura: 


















«=o , 


o ou 1 , 2 , l'on 


3 , 


5 , 


I 


oa 


2 






^=0 , 


ou 5 , 2 , 3:0U 


7 . 


7 . 


i 


ou 


9 



3i9 



a4 , 25 , 75 , 76 , 49 , 
8,6, 8 , 9 , 6 , 
7 » 4- »' 4 ,. 7 , a , 



Four n=3, on aurai 

a^oo , 01 , 5i , a4 f 25 , 75 , 76 , 49 » 99 1 
2= o , o , 6' , 
3o»— 1= 9 ; 2 ,. 3 , 
d'où, on conclura' 

X =0, o on I, r oa 2, 5, I ou 3', 2 on 4, 3, i ou' 2, l ou a ^ 
'^=0, o ou- 5, 3 ou. 7,6« I ou 6« 3, ça -8, 3, 2- ou 7 , 4 ou 9;- 

et ainsi de suite.' 

, Aîi\,si , en nous bornant W , on- voit que les seuls qombres 6ftnl' 
Tes trois derniers' chiiFres se repro.duîsent perpétuellement à la drqîte- 
dé leurs puissances- impaires f- sont les nombre^ ' t^rmîn^ par ': 

000 , 001 , 5oi , 25i , 75i , €24'» *2^ » 6^5 ,375-^ 875 r 

376 , 249 ,..749 , 499 ,999 .. ,...'■ : 

Si l'on- demandait' 'que la-'hifime* termifaatsort' Réparât' sènUmeiit* 
dé' trois en'' tft>is' puisian«!4& î \\ qnestiori' sfi' rédUlra'it'i' trouver ' uni 
nombre de /z' cbifiVes^qnilêrîrïihât lui-tnénie' sa qdalHèÀe' puissance. 
£h raisonnant comme nouç; l'avônS' iait\ci-dcs>us , on trouverait' 
facilement que , a étant un des nombres qui résout le problème' 
ponr-'lecas de-'rt-^i chiffres , et i' étant lé «."•chiffre de sa' 
qpatriime puissance ;- si- l'oU' désigne- par A- le' âtimbre- "d'un' seulî 
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chiffre qa*!! faut ^rire & 1« gaucbe de a , pour oblenir an nombre 
de n chiH'res <jui résolvent ëgalemeot le problème , od doit avoir 
l'équation 

(4«* — \)A~\ox — h , 
dans la^juelle 4<i' — i peut être réduit \ ses seules unîtes. 

La comparaison des nombres d'un seul chiffre à leur quatrième 
puissance donne, pour' le cas de n^i , 

A^=o f I , 5 , 6 ^ 
Oo aurait ensuite, pour a^2> 

a=o , ] ^ 5 , € , 

V— 1=9 > 3 . 9 » 3 : 
d'où on conclurait 

*=o , o » 2 , 3 , 
A—^ ,0,2,7. 

Ainsi t il tt'jr a que les seuls nombres terminés par 00 , 01 , aS , 76 
dont les deux derniers chiffres se reproduisent périodiquemenl & la 
droite de leurs puissances de trob en trois. 

Eq sBÎrant le même nisonnement pour les cas subséquents , on 
IrouTera facilement que , s'il faut que les mêmes » denùeis chiffres 
se reproduisent périodiquement de n en in puissances ; en désignant 
par a un des nombres de n — i chiffres qui résolvent le problème , 
par A le nombre d'un sent chiffre qu'il faut écrire i sa gauche 
pour obtenir un nombre de n chiffres qui le résolve également \ 
et enAn par h le 9."* tjûffire de tf*^' ; oa .doit avoir 

et les applications 4 des cas |»aniciilîecs «e iefunt cM&ine il a été 
epseigaé ci-denus. 
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ly. On pourrait compliquer encore la question î en demandant 
que les terminaisons des puissances ne soient pas immédiatement 
Périodiques ; de manière que les terminaisons përiodiqiïes soient 
précédées d'un nombre donné de terminaisons qui leur soient étran- 
gères ; comme on en voit un eiemple dans les noipbres terminés par 1 5, 
dont les puissances successires ont pour terminaisons i5 , 25 , 75 « 

aSf 75, ; de manière que les périodes, qui ont deux termes^ 

sont précédées du terme i5 qui leur est étranger; ce qut tient & 
ce que la fraction ~ réduite 1 ses moindres termes est 7; , dont 
le dénominateur ao conserve un facteur 5 commun avec la base 1 5. 
Mais nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet qui se rattache 
d'ailleurs h une théorie déjà développée dans les Aanales d'une 
manière fort lumineuse (*^). 

Deu3ciième solution ; 

Par M. J. F. Français , professeur à VéfxÀe impériale 
de l'artillerie et du génie. 

La question proposée revient évidemment \ trouver on nombre 
de n chlfFres qui se reproduise lui-m6me à la droite de son quarré (**). 

Or^ indépendamment de n zéros «t de l'unité précédée de n— i 
zéros , qui résolvent évidemment le problème , il peut encore être 
résolu par l'un ou l'autre de deux nombres ;r et j^ satisfaiiant 11 U 
double condition 

y=5''r=a''*-f-t î 
car on a , dans le premier cas , 

{*} Vojn un iB^inoife de H. Peajon , sur U Traïufonnatioa iât Jrmtiew » 
dans \p IV.* volume des Annale$ , page 362. 
C**) Vo/es U prjcédenle wlutioii. 
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et dans le second 

à'où. l'on voit qu'à cause du facteur lo" qui affecte la première 
partie des valeurs de *' et y* , ces, deux quarrés- seront respectivement 
terminés par. s et y. 
Tout se réduit dont i résoudre les. deux équatlon& indétemûnée» 

BV — 3^=1 - 
Vblci^ leurs, solutions- pouE divers cas particuliers. 



"'-r 


P=3. 


f=f 


r=i 


, S=2 


*=6, 


r=5,. 


2 ;. 


'9 


3 , 


I 


6 , 


76, 


=5.. 


3 ,. 


il 


i5 , 


5 , 


58 


3,6. 


625 „ 


4 . 


586 


i5 , 


I , 


39 


9376 , 


0635 , 


5 , 


' =93, 


3 . 


=9. 


283 1 , 


"9376 . 


90635 ,. 


6 , 


■70.9 


7 . 


57. 


■3916 , 


109376 . 


890635 ,' 


7. 


55543 


9' . 


37. 


33583 , 


7109376. t 


3890625 ; 


to.,. 


elc. , 


etc.. 


etc., 


etc.- , 


elc; , 


etc. . 



Âibs! , tout nomWe' terminé par quelqu'une des- valeurs- de s ou 
de' y aura, toutes, ses. puissances, terminées, par. cette, mime- valeurr 

• Béflexions-- sur le- même problème ;; 
Pac M.. G E R G o n:m e;. 

t. La^questiôniproposée-revicnt évidemment i là.snlTanle i.Trowtf- 
un: nombre de n. chiffres qui , retranché, de son quarri ^ donaa 
uni reste qui; ait. au. moins, n. zéros, à. sa; droite.'i: 
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Soit X U nombre tfaercli<Ç , et soit généralement B la l>ase du 
système de numération relatîrement auquel -on -se proposé dé ré' 
soudrc le problème ; «n désignant par y un nombre «ntîer indé- 
terminé , l'é^uatian de te problème sera 

s^—x ou a{x—i)=B"y ; 

X ne devant pas avoir plus de n cbifFres. 

On satisfait dabord généralement à celte e'^ation , ijuel que sdït 
■B 1 en posant y=o , d'où 



AinM , dans tout syst&me de numération , tout nombre terminé par 
n zéros ou par l'unité précédée de n — i zéros, a toutes ces puis- 
sances terminées aussi par n zéros ou par l'unité précédée de n — i 
zéros , respectivement ; ce qui est d'ailleurs -évident, Noos ne nous 
occuperons donc plus i l'avenir de ces deux solutions. 

Pour parvenir à la découverte des' autres , remarquons d'abord 
que j;, et à plus forte raison x — i , étant -moindre que B" , ne 
sauraient , m l'un ni l'autre , être divisibles par ce diviseur ; et , 
comme d'ailleurs ces deux nombres x et x—i sont nécessairement 
premiers entre. eux, ils ne sauraient £tre divisibles, Te^ectivemeaty 
que par deux nombres aussi premiers entre eux. 

Soit donc supposé 

S"=pç ; 

p el q étant deux facteurs premiers entre eux , dîfférens de B" et 
de l'unité. 5" étant le plus petit des nombres de n+i ctiiTres," 
il s'ensuit que p tl q seront Tun et l'autre moindres que x et 
X — I ; en choisissant donc x de manière ^ue l'un des deux soit 
divisible par p et l'autre par ^ , on remplira les conditions da 
problème , puisqu'on aura l'une ou l'autre des équations , 

X X 1 « »— 1 
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dont les premiers membres sont entiers , par lliypoth^ , el tpà 
ont pour second membre un nombre entier Indétermiaë^ 
Posant donc 

s=pt , ) f s=iqt , 

l'ëlimination de x donnera 

pt — y«=: I ou qt — ■/?«= I . 

Ayant donc trouve un système de valeurs de < et tf satisfaisant & 
l'une ou à l'autre de ces deui équations ,' on aura ensuïta 

x~pt ou f~<ft » 

et te problème sera résolu. 

On voit par là «qu'outre les solutions conrinunes S tous les sys- 
tèmes de numération d(<jà mentionnés , le problème admettra encore 
deux £ois autant de solutions qu'il y aura de ntaniërcs de décomposée 
B" en deux facteurs premiers entre eux , différcns de lui-même, et 
de l'unité.. 

Soit supposé 

B=^''I^cy d'où a*=a"i«iV»*...,; 

s-, B, £',...... étant des nombres premiers inégaux, au nomBre de 

m. IL est évident qu'il y aura autant de manières de décomposer 
£" en deux facteurs premiers entre eux , dont aucun ne soit l'unité-» 
q^u'iL y aurait de manières d'exécuter cette d^omposition suc la. 
simple produit 

aussi dé m' factburs. Or,' soit Z„^,, ce nombre de décompositions 
pour- le produit de 'm-^t facteurs* 

of" g .- 

ut înlrodiùsant le m."^* fadeuz hf^^ on pour£a l'iotroduire tndiffé-i 

^ remment 
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mnrn^tf :PMIf^i c)itt(jiwi d<i«»[i)f)OMiiqh .» dansi'l^ prenâef oiiî'iïana 
1« secDoi fitc^euf > . ou bien eiicpn;là..|>n«ndr& k lui eeul-poûrub 
fifUëW i.Rf^. qui piMUve qB!«int.iiiiiMta*ott Z„3=>^)n_,+>i 5 ce. qwi 
dflftne , ep gêqéi^U 

' ■ ' ■■ ^^sia-f^-i-i ;-■ ' ' ■■ ■■■ '■ ■■ '"■'"'"' "' 

mais, lorsque m=a2 y on a évldcnimeDl Z^'^^x ^ donc C^\ , et 
par coDséiu«nt 

le nombre des solutions, autres qufi les jeUx'' menliohaées cî-dessus 

-....;. - "'■■./ ■!■ ■■ ,.■■ ■'a-i.i L-h ^'p 

*ra donc i. - - 

en y joignant donc ces deux-U , leur nombre total s'élivcra is/"; 
m indiquant combien la ba^;\^ a,.d^ todeSE.- de facteurs premiers^ 

II. Lorsqu'on a trouvd un nombre dont les n derniers cbïflres' 
V' 4r«ite se ref^dmsent' p^i>AneUemehl-k la droite dfe toutes ses' 
puissances , il est «ivideot qu'i plus forte raison ses nf dlernlérs- cbiiTies 
\ (lr<^ile , a^^^nt1nlptndrf5,qfl^ CSf ^eprçiJMif^Vit 4u^iipftpétiu)jkw@*lg 
ï la droite de toutes ses puissances. Les solutions du probLème . 
]tou^-ïlii vaTeur n', dfonnetit 'donc en liiéme temps des solutions / 
pour ta râleur n' ^ moindre .qjofi. aj/psiH ';^finC'.^e.>':)>aÉ -XB-iLqnt) 
précède le nombre des solutions pour chaque râleur de n est tou- 
jours le même et ne dépend que de «i , il sera te m£me pour 
n' que pour n , et consëquemmqi),li les solutions pour la valeur n 
donneront toutes les solutions .poup la râleur n',^, , , -. 

Ainsi , lorsqu'on voudra' ayoir les soliilipnj povr plasîeura Taleiu-» 
de n ; au lieu ae monter siiccessiTemènt de plus petites râleurs à 
I» plus élerëe, il sera incomparablement préférable d'âlTaqîier'direc- 
t«iD4nt, le,pt<}14^e,.pVHr,C4it«jfcr»ièfÇ4 {»lis<|ne.<l«s'*olaUon9'4u.'iA> 
obtiendra renfermeront implicitement toutes les autres/ ''' ' ' '' 
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îiS QUESTIONS 

niAppIiquoDS ce^ généralités :& noire- système île numérMîoili ' ^ el 
ïberehons k résoudre le problème, 6itos- ce systèlne, pottr les 20 
prçinîère^ Tateiu? de n. Poorjoela nous' poserons sar-Ie-champ n ^20. 
Nous avons d'ailleurs fi=sio=3.5, d'où 5" = a".5" ; et nom 
n'aurons conséquemment que Je. seul système de valeurs 

■ - * ^=53*°.,, y==5" i , , ■ ■ 

en sorte qu'il faudra résoudre successivement les deux équation» 
indëtemiînëes 

, .,^ ,a",./7-5»».a=( ^ 5"./— 2",B^i ; ,, , . : '' 

ou du moins chercher les plus petits nombres qui y aatUfonÇ ;^e[i 
posant ensuite 

x=2".t , jr=5"./ . 
; Xit^ o» a 
.a)i::-'iii •..:-- . -.zS'^zi 048 5)6, ■ ■ ■■ ■■■'■■■ . ■ ■" 

5"=94 956 806 64o 63S . 

Si^l'pn ,clif;fçhe ; !e ,plus gr^nd eoinroup ,divîseor eQtr« ces . de^X: 
nombres , .les quiotiens successifs seront 

gi3Q494^o ,5, 1, 1^1,3, 1,1,3,1,1, 1, I, 10, I, 12: 

A Talde de ces quotiens , sauf le dernier ^ on trouvera , pour la 

,->-'.•■>■■■ ■ . - 5m ■ ■ ■ ■ 

deniers âraçtwHi>"con>rt)i|gente;TerS — J , 

■■:-.' ,.:.n • . il , 7S85o»6oa6936' 

On conclura de la ,' par les théories ^connues (*} > que le plus 
petit s^^sfè'me dé' valeurs, dé' / et w, dans l'équation 



f<*} Voftft Ie.aii*'n>tains ^yAlgihê #Eiiler , ou la Thiori* àa nvmirtt 
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AÉSOLUES. 3a7, 

i =7385006028926 , 
«=81199; 
qae par conséquent , pour l'équatioa 

5""./ — 2*'».B=I , 
oe plus petit système de valeurs est 
'=3"— 81 199 , 
u=^'^ — 7385006028926 . 
On aura donc 

*=2»».73S5oo6o28926 ; 
df=5".(2" — 8ii99)=io"— 5'*.8ii99: 
On trouvera a'mai que tous les nombres et les seuls nombres dont 
hq certain nombre des derniers cfaUFres ï[ droite seront let méms* 
que dans l'un quelconque des quatre nombres 

00000 00000 00000 00000 } 

00000 00000 00000 OOOOI I 

07743 74008 I987I 09376 t 

92356 25991 82128 9o6a5 y 

«nront aussi les mimes derniers chiffres à droite , en même nom-^ 
bre , il toutes leurs puissances. 

On traiterait d'une manière analogue le cas ob l'on exigerait seu- 
lement que les terminaisons des puissances successives fussent 
périodiques (*). 



C*} Le EUdMleur a reça postérienmneni de U. Durrande une aatre ululion da 
Bèma problème, qoi reUre pour U fond dau mU«« qui Tiennent Jètn menUonDéft- 
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9t» QUEST-I-ONS PHOPOSÉES. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 



Prohlène de Comhmaison. 
'^ 

xVvEC m chosas toutes diffëreiitn les unes des autres , de combien 
de maoïèret peut-on -faite n~ parts } arec 1» fccuhé de faire des 
parts nulles ? 

Problèmes de Géométrie. 

: II- BiTÎsar -^phi^ftaént Vikrti d'êii triante «n mi nombre quél- 
«MH|«« dt (MrtiM 4g»(u , p«r des paraN^s & sa base ?' 

II. Diviser grapbîqatTDCM Je T^HÀne ^'ân.CélraèdM en an nombre 
quelconque de yv^i^^ .i&^^i t Pfir di^ .plam parallèle^ à sa base ? 
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DE lA LIGNE DROITE ET DU PLAN. Sag 

GÉOMÉTRIE ANALITIQUir. 

Théorie analilique de la ligne droiie et du plan ;. 

Par M. Bret , professeur de mathématiques à la iàcultë 
des sciences de Tacadémic de Grenoble. 

J!Noo5 arons déjà employë dans ce recueil (*) , pour exprimer 
anilitiquement une droite dans l'espace , trois équations telles que 

nous avons observa que » , fi , v étaient les coordonnées d'an' poiitt 
£xe , pris à volonté sur U- droit» ; qpe r était la distance variable 
de ce point fixe à un point mobile de la même droite ; et qji'enfin 
Oy h , c étaient trois constantes , déterminant la direction de la 
droite dont U s'agit , et ne variant pas eonsëquemment lorsque cette 
droite se meut parallèlement à elle-même. Ces trois constantes -doivent 
d'ailleurs être liées par une relation qjie nous avons donnée alors , 
mais q^e nous allons enseigner à- déterminer directement. 

Substituons d'abord k notre droite saT parallèle passant par l'origine „ 
at dont les équations seront conséquemment 
s=ar , y 



er supposons , poor an moment , que les coordbnnéés soient rectan- 
gulaires ; r sera alors ta diagonale du parai lélipipède rectangle 
construit sur x , y , z ; d'où il suit qu'on' aura 



O. Voj» noUmnient la page çfi da-lV.* 
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33o DE LA LIGNE DROITE 

c'est-à-dire , «n substituant et diyïsartt par r' , 

Soit ensuite une autre droite 

x'tza'rt , ) 
y'—h'r* , I (rO 
z'=cfr' ;' ) 
rapportée aux mêmes axes ; nous aurons pareillement 

et ensuite , par un thdorèmc sur les triangles rectilîgnes , 

C*-^.0'+(y-rO"+(*'-:rO'=r>+r/*-2rr'Cos,(r, O , 
oit , en substituant , ayant égard aujt relations ci-dessus , réduisant, 
-divisant par 2rr' et transposant 

Cos,(r , r)^aa'-^bb''\-cc' , 
Cela p^osë , concevons présentetnent que les équations (jr) appar- 
tiennent À un Système d'axes tion rectangulaires. Par la même 
origine concevons un système rectangulaire ; soient / , u ,' c , les 
projections de r sur les axes de ce système \ en sorle qu'on ait 

soient de plus j:, y, z les projections obliques de r sur les axes 
'primitifs ; et soient enfin 

''.»'»*''>) ( * t 

/" , u" , v" , \ les projections respectives do ( j , 

/'/', «"/, f'^',] ( z , 

sur les axes rectangulaires» ce qui donnera conséquemment 

/' »+«' '-K' *=x' , 

et en outre, par coqîil ^récédfa', 
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ttiti"-Jru" u"'+v"i>'"=iyzCaa.{x > z) 7 
t^"t' -\-u"'u' -h-'/V =MCo8.(z,a:) , 
i' t"-\-u' u".-\^' f>^' ^^yCos-ix , y) , 
Prëseqtctnent r est diagonale commune de deux parallëlipîpèJea 
l'un rectaiT^Ie ayant pour &es arëles t, u^ f^et l'autre obi îqaangleV 
qui a pour arêtes x , y , z dont nous connaissons le» projections 
sur celles du premier ; or , comme on peut aller d'une extrémité 
de r À son autre extrémité en parcourant ce» troi» arêtes, tt s'en- 
suit qu'on doit avoir 

u =«/+«"+«'/' , 

V^V' -\-v" •\-9"' . 

EId prenant la somme des quarrés de ces équations , et ayant égard 
\ toutes les relation» ci-dessus , on aura 

r* = :t*+y*4"-ï'+2yzCos.()^, z)-4-2ZjrCos.(r, *)-f-33:^Cos^*, y)",: 
substituant enBn pour x , y ^ z leurs valeurs données par l'équa' 
tion (r) et divisant par r* , on aura ^ pour la relation demandée , 
«'-|-i*-|-c*+3^cCo».(y , i)'+2faGoa.(2 ,«)-}-2fliGos.(x^y)= I, (R)' 

11 est aisé de voir qu'en supposant 

■l=ï , c^o , a = o , S r deviendra { ^ »' ^ CT^ 



Soient 

y=f~\-ep , y = fi+/t^ ,. 

2.=r¥fp , z—Y^kq-, 
\,t% e'quations de deux droite» passant par un même' points St 
par ces deux, droites on- conçoit un plan , ci que sur te» grandeur» 
et directions de ^ et t} on construire un parallétogranime' ». son 
sommet variable- opposé au point de' concuur» des- deu% dreites' sera» 
A>iui4'-pac leS'. trois- équatioas^ 
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33a LA LIGNB DROITE 

Or comme, en vanant les gnodeurs fi I^ signes de /» et f , «e 
sommet peut devenir un quelconque des points du plaa'où il est 
situé , .et n'en peut jamais sortir ; «1 s'eDSOtt ^ae ces équations «ont 
celUs de ce plan. 

Dans le cas particulier oh m , ^ , y sont nuls » l« plaa passe par 
l'origine , et ses équations sont simplement 

y=ep^h9 , I {p^) 

Ce plan passe alors par deux droites dont les équations sont 
:r^dp , 1 *=«rf . ) 

y-^f y [ {p) r=*? t I (y) 

z^fpi ) i=*f( ) 

â!o& il suit ^^'on a, entre les six constantes d^ 'tftg* ^» ^» 
qui déterminent la direction du plan p^ , les deux relations 
^M-e'+/M-»e/Coa.{j',«3+a/aCM.Cr,*)+arfeCo».(«»r)s«i , (P) 

maïe les trois .dernières soi>t tout k fv^ indépendantes des tioil 
premières. 

Oo doit remarquer encore que , lorsqu'on a « 
( e=i ,f=xt , d=o f 



; /=! . â=a , e=o , 



M devient '* 



«n» 



ChercEoDs l'angle de deQx droites r t r' ; si I'od joint Uon si- 
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Iv^mîl^s par une droite on formera un triangU rec^iligne , dans 
lequel on aura , par ce gui précède, 

Î(j— irO'+2(y— rO(i— «OCM-Cr. •=) ) 
+(y—f')-+2(t—z%c—tOCiaJiz , *) ? - 

En sulutituant pour * , ^ , x , x' , ^ , i' leurs valeurs ar , ir ; 
xr , tfV , y.i' , c¥ , ayant ëgard anx relations (H) , (R') , ré- 
duisant el divisant par — 3rr^ , on aura 

Cos^r,rO= -l-iJ'+(M'-»-acOCos.(i , *) ! . (i) 

-f^£'-K<iJ'4-*"iOCos.(* , r) J 
Si , au moyen des conditions (I) , on fait suecessiTement coïncider 
la droite r* avec chacun des axes , on aura 

Cos^r,y)=H-«Cos.(j', i)+oCos.{», y) , | (a) 
Cos.(r , z)=c+Mm.(z , jr>4-JCos.(j', z) ; ) 
nais rëguation de relation (R) peut être écrite ainsi 

+»l«-HCos^)'.i>4-<>(>».(j;,y)| } =1, 
4-<îr+aCos.(i,«)+*Cos<r,i)) ) 
«lie pourra donc (a) être remplacée par celle-ci 

j.Cos.(r ; »>+-«Cos.(r , y)-KrCos<r , i)=i . (3) 

Pareillement, on peut écrire ainsi la iormule (i) 

, ai{ «-l-*Cos.(jt , ^H-<:Cos.(x , jr) )] 
Co8<r,r0»= -!-«'{ H--«Co>-(r ■ xH-aCos (I , y)i 
-l-i/{£+«Cos.(z, x)-t-iCo»<)',*)l 1 
on pourra donc (a) lui substituer celle-ci 
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et il est clair qu'on pourrait écrire pareillement 

Cos.(r,rO=aCos.(r',3r)+iCos.(r',j')+<<:o5.(r',*) . ' (5) 
En posant, pour abréger, 

A»=|— Co».»(jr, «>— Co*.'(«,«)--Co».'(« ,jr)+4Co».Cj-,«)Co*.(«,»)Co».(x,/) , 

les ëq^uatjons (2), donnent 

— _L î CM.(r,«)Sin.»(r.«)— Co»■c^J'>ÎCo••c«,r)— c<"-(r,'>Coi.(r,«)}.i 

~ A* ( — Co».(f,r),Coa.(r^)— Co».(a;,j-)Co».^j-,«) s 

,_ I (C<M.Cr,r)Sifi.»îr,r)— CM.(r,«){Cos.Cr.«î— Co»-('r«)Co«.(*,j))) . 
~~ A» (. — Cos.(r^)(Coï.(x,j-)— CM.Cr^)Cos.Cir,*)jj* ' 

— MCo»-fri«)Sin.»(*,j-]— Co».Cr^){Co».{«,.T:)— Co».C*,j-)Cos.Cr,«)î ) 
~ A»( ' — Co8.(r,j)ÎCo».(r^)— Co».(r,j:jCo«.(*,r)}J 

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation de relation (5) ,, on 
obtiendra la suirante qui exprime la relation entre les six angles 
que forment deiuc à. deux quatre droites x ^'y ; z , r dans l'espace 
ou , ce qiù revient au inéroe , entre les six distjinccs deux à deux 
de quatre points quelconques d'une splière , 

f Co<.'(r^)S!n.>^,«)-aCo*.(r,r)Cos.{r,c){Cos.(>',E)-Co».(*^)C<w.C«,r)}) 

Les m£mes vileurf substituées daps la formule (5j U change en 
celle-ci , qui fait cfinoaitre l'angle de deux droites r, r^ en fonction 
des angles qu'elles forment avec trois autres droites jr, y, z ou, 
ce qui revient aa'mfime, ia distance entre deux points d'une sphère 
en fonction des six dislances de ce» deux points à troi» autres 
points, pris arbitrairement sur cette spKère 

— ^Cos.(r^Go».(r',^>-fCo»-fr,J')Co»^r'^)',Co»^j^) — Coï.(x^)Co».(*.j-î} 
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Cherchons prëicntenieot l'&ngle d'une droUo r avec an plan />^ ;' 

et d'abord occnpons-nous des conditions de leur perpeiuliculârïté. 

Poar que r soit perpendiculaire, è p<f , il est nécessaire et îl suffit 

qu'elfe le soit à la fois aux deux droites /> et ^ on > ce qu! 

revient au tnéme , que les cosinus des angles qu'elle forme a?ec 

ces deux droites soient nuls , ce qui donne (5) 

aCQ&,{p , x)-\-hCoi.{p ^ y)-{-cCoi.{p , «)=o > ) 

(9) 
tfCos.(y, j:)-î-iC«3.(y , y)+cCos.(y,z)=o . } 

Si l'on combine ces conditions avec la relation (R) , en posant, 

pour abréger , 

A'=Cos.(/7 ,^)Cos.(y , z) — CqsXp y z)Cos.{^ , y) , 
i'=Cos.(^ , i)Co».(y , s) — Co3.(/J, j-)Cos.(y , z) , 
Z=Cos.(/», *yGos.(y,j') — Cos.{p,y)Qos.{jq ,jr) ; 

et ensuite 
n»= -i; { X'+r'+Z'+arZCoi.o , «H-aZXCoi.^ ; «H-aXrG<».(« , j-j } 

il viendra 

a=: — , i= — , r= — . (10) 

Mais on a (a) 

Cos.(^ , x')^d'\-eCoi,{x , y)-^fCoi.(z , x) , 
Cos.( p ,y) = e -|^/Cos.( y , z)+iïCos.(* , y) , . 
Cos.(;ï, ^)=y^rfCos.(z , *)H-eCos.(y, 2) ; . 
Cos.(y , j:)=^+ACos.(jr,j')-+-ACos.(z , Jf) , 
Cos.(y, y)=A+ACos.(y ,z)-+-^Cos.(*, j') , , . 
Cos.(y ,^)=iH-gCos.(z, *)+ACo3.{y,'jr) . 

Substituant donc y et posant encore , pour abréger'^ . 
Â^ek—fh , 



il viendra 



B=fg-dk , 
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X=^Sio.\jr ,.«)— BÎCo».(« , jfî— CcM.(^, *)Co8.{r , «)}— C{Co».(r ,«)— C«s.pB ,^îÇm.(j' ,«)} ,- 
Y==BSin->c M , xi—C{Coi.(.x , *)—&>•.(« , *)Cm.C» .^^j— ^lCoi.(« ,j-)— Co«.(/ , z)(m^z , «)J , 

et, de là oïl coDclura. 

W^ j +5'Sîn.'(z , x)—zCA{Cbs.(z , jj— Cos.(Jr , y)Cos.(Y ,z)}\. 
{+OSm.''^x , y)—2AB{Cos.(x, y)—Cos.(y, z)Cos.(x . x)]) 

Ainsi , a , i , e pouFront £lr« exprimé» immédiatement, en fonction 
à& d f^e , f f g. , Â , £ et des angles que forment deni ï- degx Ibf 
axes des coordonnées. 

Cherchons présentement l'angle de la droite r areo le plan pq. 
Pour l'oblenii', imaginons une autre droite r* perpendiculaire jt ce 
plan ; nous- aurons. 

Srn.(^^ , r)^Cos.{r , rQ j; 
o*est<-^ire(i) 

t a'{a-^hCos.{x , y)4-^cM^r , jfj} 
Sîn.(;7..r)= | +3'{i+<rCos.(z , ar)+aCos.Cj,y)î 
f H-f'fr+sCos.Cz , ar)+ACos.(y , z.)}^ ] 

Mais ici les ralêuFs de a' ^ h'', c' sont les mêmes que celles de 
a, b-, c dans le cas précédent; on aura- donc, en substituant, 

! X\a-^hCas.{x , y)+cCm.{z, s)] \ 
'•^r{i^cCo,.(y,z)+i,Cos.(x,y)Y] ; 
-{-Z{c-i-aCet.(£, a)+hQos.(y, z)) )' 
•n-,, eik mettant' pour X, I", Z leurs ra'eurs- 

Sio.(M^r;=- ^^^ ;■■ (ïl) 

•n- pourra donc- exprirner immédiatement Sin.(^ » ^O » *" fonction- 
ie a, è^ Ct d , ârf, g , h,.& et de« angles que forment denx- 
à deux les axes dfes- cooidonnécs;. 

», 
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Si , ait lâoyta dés cctoditlons (I) j od fait sscceàsivement co^clder 
r arec les trois axes , on aura 

Sin.(/»y,jr)=— , 
Sia.{pç,x)—— . }('2) 

Si I au moyen des conditîOQs (H) , on fait successÎTcmeot coïncider 
pç avec les trois plans coordoaaés » on aura 



■ Sin.(yr,r)=: 



5in.(j, 






Si , enfin ; -par le concours des conditions (I) et - (II) , on fait 
successivement coïncider le plan pç avec chacun des plans coordonnés 
et la droite r avec l'axe qui lui est opposa , il viendra > en diassant 
les dénominateurs, 

Sin.(^, z)S\a.iyz , x)—A , j 
Sîn.(z,3r)S!n.(z:F ,^)=A , > (i4J, 
Sin.(f »^)Sin.(*y, z)=A . ) 

«es dernières équations proorent que, dans tout irial^le sphërique , 
les produits des sinus des côtes par les sinus dc« arcs perpendi- 
culaires , abaissés sur leur direction des sommets opposés ,~sont constans. 

Si l'on compare ï l'équation (i i) la somme des produits des éqoa- - 
lions (la) par a ^ i, c, on aura 

. Sin.{p^ ,r)saSia^p^ t x)-{'bSm.(pç ^y)'ir.cS\a^pf , s) ; (i5) 
équation qu'on aurait pu, au surplus .Mèduite iintnddiatemkDt d« 
l'équation (5). 

7(w. r. ^& 
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En oI)ien»Bt que > d'après les valeurs de A^ B, C en d » e ; 

/, S t à, i, on a ^ 

,dÂ-^eB^fC=o , 

gA+AB+kC^o i 
les équations (12) donneront encore 



gSm.(pÇy x)-{-hSia.(pç ,Y)-\-&Sin.(pç , z)=o . 
lia comparaison des équations (^3) et {1^) donne 

Sia.tyz,ry Sin.(««,r) Sin.Cjy,r) . . 

Si l'-on substitue c«* valeurs dans la relalion 0) , on arrivera à M 
thiiorènie 

Si l'on sul>slitue ces mêmes valeurs dans la formule (5) , on aur» 
fjk les substituant enfin dans la formule (i5) on obtient 

• •+È^«-('^-)- (-) . 

Occnpons-nous , en dernier lieu , de la recherclie de l'angle de 
deux plans pf , p'^. Le cosinus de cet angle n'est autre que It 
cosinus de dejix droites r , r' qui seraient respectivement per-^ 
pendiculatres à ces deux plans. On aora donc , (i) et (10)1 
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ixiC'-H.rz'+zr'',Cos.{r, z) v 
+it'+(zj:'h-xz')Cos<«,*) [ i (21) 
+ZZ'+(,Xr'+rX')Cm.(,x , y) ) 
on 

tX'ÎX+rCoj.Or, y)+2'Co!.(j, i) } ) 
+>( l'+2C«..(y , zH-XCos.(:i:, y)]\. (as) 
^-z'{^^-A'Cos.(i,»)^-l'Cos:(y,.^)) )' 

X , T , Z , IlerAontétë détermines prëcëdemment , et on obtiendra 
Z' , y, 2' en changeant dans X, Y, Zyles quantités A^B^C 
ta A' , B^ , C i oa aura d'ailleurs 

A'=e'ki—fh' , 
B'=fg'-d'k' , 
ei^d'U—Cgi . 
Oii trouTera ,- au surplus 

A4-rCos.(*,^H-2Co!.(z, i)=A'^ ,. 
l'+.2Cos.(^ , iH-jrCos.C:r , y) = A'« ,. 
.Z+XCos^i , iHtÏ'Cos.(»', x);=A'C . 
Eq' coDsëqaence, la fonnule (aa) deviendra 



&».(/>?,?'?')=■ 



nn' nif 



■"«■ 



ou encore' 

i^.^'Siii.'(y , zj— (BC'+CBO {Cos.(3- , i)— Cos.(z , 3:)Cos.(jr, y)) V 
+CC'SiD.-(it,,^)— (,<S'+S/<')!Cosi(», y)— Cos.(}', i)Cos.(Zi j)jj 

Au moyen de cette dernière fonnule , il sera très-aisë d'exprimer 
immédiatement CjQi.i^pq ,p'(j^\ en fonction de</, ^ ffy g, h,k, 
d\ e^tf, g" > ^' > ^ et des angles que forment deux à deux les- 
axes des coordonnées. 

Si , au moyen des' conditions (11) ^ on fait successiremefil coïiicidvn' 
le {flan p'qf arec les trois plans coordonnés , on trouvera. 



w 
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nSin.-iy,*)Coi.(pj',j^)=s:i<Sin.»(»-,r)— BÎCoi.(«,x)^:o«.(«,y)Co«.(/,r) | ï 

' nSin.(«,«)Co«.{pf,M)=BSin.'Cr,«>— C{CM.C«rf-)— C(w.Cj',«yCo».<e,*) ) 1 

nSin.(x,j-)Coa.fpy,«)')=^Sin.»C*,j')— ^[Coa.{j',r)— Coï.(r^)Co».(«,T)î ï ^ 
— i}{Coi.C^^)— Co».C3f,j)Cos.0',r)î S ' 

au moyen de quoi la formule (23) deviendra 

l A'S\o.{y, z)Cos.(pç , yz) \ 
. C<is.(pç,p^çO=-^ l +B^S\n.(z ,^)Coa.(pf,zir){ ; (24) 

( +£"'Sin.(j, yJCos.Oy , xy)] 

ou encore 

i^Sin^Y < ■z)Cos.(yz , ;>'y') 1 
+BSin.(z , s)Cos.{zx y p'q') ) ; (aS) , 

+CS\ji.(s , y)Cos.{xY .p'^}') 3 
mais , en éliminant A entre les formulas (12) et(t4)> U vient 

^Sin.(^^ï _ Sin.O>y,j-) 

n ^.(xx^) ' 

CSii.<*,t) _ Sm.(p^,«) 
âio-txy,') * 

eobstiloant ces Takurs dans la forme (aS) , elle deviendra 

Si , au moyen des conditions (II) « 'on fait successivement coïncider 
les deux plans pq ^ J^<lf avec deux plans coprâounés difibrens , 
on tirera des formules (23) 
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&'i(.(ï^ïSiii.£*^jr)C«.t«^>=O».t_yrrt-^0ê.(r,x)CM.C«,f) , 
Sin.f«^)Si».,[jr,iïCM.{j(,-,r«)=Coi.C*,«)-r<pi,(*^)Co8.(r^). , 
Sîn.(j'^)Sin.(e^}Coi.(yf,ea:)i=Coï.{x,j')— Co«.Cj',«)Coi.Ji,jF) ; 

On recofloaU ici les équations fo^daql«ntale3 de ta trlg^norOdétrie 
spbériqiie. 

Il n'aura pas ao surplus échappé au lectçur que tgules les 
formules que nous venons d'obtenir , et beaucoup d'aulret que nous 
aorions pu en diiduïre, sont des formules de trigonomëtrie sphérique , 
auxquelles peut-£tre on parviendrait beaucoup moins facilement ea 
employant les voies ordinaires. 



GEOMETRIE. 

Théorèmes relatifs aux polygones, réguliers ; 
Par feu Français , professeur "aux écoli^s d'artillerie. 



JiL a ét^ fait mention , dans le IV.* volume de cereeueil ( pagei 70 et i33) 
d'une communication Taile par H. Legendre il feu M. Ff>n{ais , au sujet de la 
nouvelle ihëorie des îma^naires de M. Argand. Ce qu'on va lire est lâ subj- 
tance d'une réponse Ji cette communication , datée da La Fère 1 7 novemlire 160G, 
M. Français mande i M. Legendre ^u'il était , dès l'an X , en possession des 
théorèmes que s; leilre renrerme , qu'il en supprime les démonstrations , pour éviter 
les langueurs ; mais qu'il pense qu'elles doivent se rattacher facilement k la nou- 
velle théorie. Il termine ainsi : 

H Je iuts intimement persuadé que la Giomitrie àê position vi enfin voir le 
Il jour. Depuis Leibnita , plus d'un siècle elle fut annoncée - aux sarans. C'en est 
'ti fait, je crois, elle va naître ou elle est née i gloire A son auteur n. 

Nous aurions pu tenter de donner les démonstrations de ces théorèmes; nous 
avons pensé qu'il était plu* convenable de. laisser au lecteur le plaisir de Ici 
découvrir. 

. Dans loQt ce qui vi suivre , nous représenterons constamment 
par S| , S, r S| ,.... les sommets d'un polygone rëgulier> G sera 
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son centre-;. T , r' seront respectivement le» rayons Bîei cercles cir- 
conscrit et inscrit ; P sera nn point placé à une distance a du centre ,. 
et dont nous indiquerons la situation dans chaijue cas ; m et n 
seront des nombres abstraits, entiers et positifs; et- v sera la demt~ 
circonférence du cercle dont le rayon =1. Nous ferons connaître' 
les autre» notation» à mesure iju'eltes nous seront nécessaires. 

THÉORÈME I. Dan» tout polygone régulier de m côtés > oii: 
le point P est ^uelconqiie; n étant <m ; on a 

PsiVpi!'+Ps"+ 4-PSr= 7 /o»'— 2«rCos.^+r')» dj>; 

l'intégrale étant prise, dans le second membre , depuis ^=0 jus- 
qu'à fi=ÎW. 

Corollaire I. P et P'' étant deux quelconques des points de U' 
«rconférence d'un cercle-concentrique à notre polVgone , et n étanti 
toujours </n j on a, 

psr+psiv — +Ëi"=^"-hP^r+ H-p^r . 

'Corollaire II. Deux polygones réguliers S.S ,$ , ...S„ , S',S',S',^..S'^ 
étant inscrits au in£me cercle f si IW a o<fn et-/i'<ro} ou aoia--,, 
B étant quelconque 

Ës;"+pi"4.ps"H-. +ps" „ 



PS', +PS', H-PS', +....+PS'„, 
CôroHairâ- lit, P étant toujours quelconque ; soit mené au cerclé' 
oircenscrit le rayon CD , perpendtculaire k CP ,. et soient joints'; 
BD ;. on aura- 

PS '-l-Psl+Ps'-F +Psl=m . PD* . 

Corollaire IV. P étant nn quelconque des points de la cîrcon-^ 
i£rence du- cerdle circonscrit' aa polygone , et: a étant toujours- 
^'C!» ï:0a a. 
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ps: +Kr4-s;"+ +pi:'= '-"::"'"°"" -k^)" - 

a^'O.o .».,. an ^ ' 

Corollaire V, V Aaiit encore quelconque sur la circonférence da 
'Cercio circonscrit , et zm (îtaat le aombrc .déa càtés du polygoDe ; en 
supposant toujours n<m ; on aura 

THEOREME II. P étant toujours quelconque , sur la circon- 
férence du cercle circonscrit , et le nombre .des côtés du polyeane 
éxant. im-^i ^ quel, que soit le rajiport de to k h,; on aura 

■PS. 4-Ps, +....4-psLh.. 

— -C»n+i-) tin+fl — (.tn^n 

= PS, -hPS^ +.-..+Ps.« . 

THÉORÈME n. Deux polygones régifliers S.S,S,.;..S,„+,at 
-S'i^i^i ""^ xm-i > ^^ 2m-\-i et 2nj-*i cdtésétant inscrits au m£me 
cercle ; et P , P' étant deux quelconques des points de la circonférence de 
ce cercle ; PQ étant la corde qui divise l'angle S„PS„+ , en deux 
parties égales-, si l'on a 2n<2nï— i , on aura 

{pi^+P5;v...H-pi4«!-{pi^Vp«^rH-..«+p'S',„.j=PQ"- 

THÉORÈME ly. Deux polygones régulières, , 5,, S,....S,^ 
et S'iS-'^S'iM-S',,,^, , de im et 3.m — 2 côtés él^nt inscrits au 
même cepcle ; et deux points P , F^ -étant pris quelconques «ar la 
circonférence do ce cercle ; en supposant n<2jn— i , on aura 

iPsr+psr+...+psr™]-iFs^+pi%v+pi>r«r.»î=ps™+^ 

THÉORÈME V. Le point P étant quelconque , et m étant le 
nombre des cétés du polygone ; s<Ht AB le diamètre du cercle 
circonscrit passant par P ; soit pris , sur la circonférence de ca 
«ercle , à partir du point L, un arc AJS=^.A5j \ si de plus «a 
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preod sur ce diàmitr* ÂB^ou sursoit prolorigâment ; un |ioÎBtF, 

tel que l'on ait CF=-^, ec si enfin on joint £F , on aura 

fS..PS,.PS,«.....PS„=EF./"-' . 

Corollaire I. Le point P étant pris arbllrairement sur la direction 
de GS, , et le nombre des cdtés du polygone étant toujours =s/ni 
Qn aura 

PS|.PS,.PS, PS«=±(r'— a") ; 

suivant que le point P sera iotërieur ou extérieur au polygone. 

Corollaire U. Le point P étant qnelconque , snr la circonférence 
du cercle circonscrit , et m étant le nombre des câtés du polygone \ 
si l'on prend , i partir de P , l'arc VSfi=m .VS, , et qu'on mène 
la corde PG ; on aura 

PS, .PS,. PS, PS«=PG.r-'-' . 

THÉORÈME VL Tout étant Ici comme dans le Théor. Vt si 
ce n'est que le nombre des côtés du pofygone est supposé =3m j 
si l'on prend , sur la direction du diamètre AB , un point F'', aussi 
éloigné du centre que l'est le point F, mais du côté opposé; ea 
joignant F'£ , on aura 

PS,. PS, .PS, PS,„_,=EF.r'»-» . 

ps,:ps^.ps«..-.ps,„ =EF'.y"-' -, 

les pointe F» F' étant tels que CF=;GF''= -^; etlepointEëiaai 
tel que l'arc AS;ïl=miAS.. 

Corollaire J. Deux poInt« P, P' étant quelconques» sur la cir- 
csnTcrence d'un cercle concentrique à un polygone régulier de 2/n 
cités ; on a 

iPS..PS,....PS...,î--h(I'S..PSvPS.«i- 
= |P'S..P'S,„.P^,..,|-+iP'S,.P'S4....P'S.,i- . 

CoroUaire u. Le' point P étant quëlconquerSÛr U direction it 

es.; 
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es, ; suivant que cfe point sera extérieur «u întMeur aà poTygooe ^ 
supposé de am côtés , on aura 

PS,. PS, .PS, PS.„_,=±îcp'-êsr}. 

On aura auisi ^ quai que sait P suv CS, , ■ 

PS, . ps^ .PS, .....PS,„ =cp'+cs7 - 

Corollaire III. P et P' étant quelconques sur la direction Je 
es, et a/7i étant toujours le nombre des côtés du. polygone^.on autft 

PS,. PS PS ..„î;PS, .PS, ...... PS^I'/ 

=P's».p'S*.....P'S,«i:P'S,.p'S, ..«.F»,™-, , 

let signes supériéurâ devant é\ré "^ci^' 3ân4. les^ deux jnemliires , (i 
f* et V' sont intérieurs au polygone; les signes inférieurs, s'ils lui 
sont tous deux extérieurs ; enfin le signe infiéricur du premier meml^re 
devant ilre pris avec le sigpc supérieur du second , si P est- exté" 
rieur et P^ intirieur. 

Corollaire IV. Deux polygone» réguliers de 2m côtés étant con' 
eentriques , et ayant leurs côtés respectivement parallèles ; et F étanV 
q;uelconq,ue sur la direction CS'tS, ; on «m 

PS,.PS^....PSw±PS..PS,....PS,«w^ 

=PS',.PS'^«.PS/.„+:PS',.PS'»....PS'.„-. ; 

X^es signes supérieurs devant ttre pris , dans les deuX membres ,- 
si le point P est extérieur aux deux- polygones;' les inférieurs ,- 
s'il est intérieur \ tous deux ; enliri , le signe supérieur du premier 
membre devant être pris avec l'inférieur du seoond si le point P' 
est situé entre lea deux polygoneS.- 
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' ■ Ûanj. tout ce qui va s^iv^e H, , H, , H, ....•• ÇWnt le? pied» 

3es perpendiculaires abaissées du point P. sur Içs directionv^t:? eûtes 

S,S, , S. S,, S,S^ , respeclivcnienl; T. , T, , T, seront 

les points de contact des- inémes.fdtçs avec Je. Cftçlij inscrit. 

THÉORÈME VU. 1,0, point .Pëlant.q«lcbnqu6,'«t le nombre 
des cotes du polygone étant m^n ; on a 

i^H-FH"+PH",+ ....- +Ph!,= — J{r'—aCos.fiyàfi ; 

fint<igrare"<îl,ïnt" prise entre j8=o et fi^w. 

Corollaire I. P.^«.t P' é.tant dpuï. points quelconques d'une cir- 
conférence concentrique Jk un polygone régulier , dont le nombre 

des côtés est m>»j on a i_ ^^•[ , '' . . ^ 

■■pH"+PH".+PH"H-..;.+PH^iifl"^5ïîy^?^"+.™.+râ^ 

Coroîlàtre 11. Le point Pistant toujours quelconque, tXTrt,m'. 
étant les nombres de côtés de deux polygones réguliers circonscrits 
au même cercle; on aura. 



PH , +PH .+PH, + ...".. 4-PH« 



PH^ +PH' .+PH', -|-....4-PH'^ 



Corollaire JIJ. Quel que soit le point P- et le nombre m des 
icôids d'un polygone rcîgulier ; on a 

PH,H-PH.+PH,+ -f.pH„i=mr/ . 

[ Corollaire JV. F étant quelconque eut la cïrconfc'rcnce du cercle 
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inscrit él le nombre des côtés da 'polygone étant toujolirs m>n;' 



PH, +Ph". +Ph" + -tPhI = ''^''^ ''°~" .i7ir" . 

* . I,3.d4--"^'* ■ 

Corollaire V. P élant toujours snr la circonférence du, cercle 
inscrit, et lé nombre des côt<5£ dii polygone étant encore /n>À ; 
an aura - . l 



PT, +PT.+PT, 4-....;-fPT„ 
PH"--+-PH"iH-^" + . . .. . :-hf^« 



--{2r'y . 



O)- 



Coroilaire VI. ToBt ^lanl comme dans Je précédent corollaire,, 
on aura encore 

PH, +PH, +PH, + +PH„=^ / ( Co5.-£ -ComJ .d^; 

r étant le rayon du cercle circonscrit , et l'intégrale devant élre 
prise entre jS=o et ^=w. 

THÉORÈME. FUI. P étant quelconque , et m étant le nombre 
des cdiés' du poIygJHie ; en posant l'angle PC'r,= ' , oii aura 

Mi..PH..Pn, piu= 



1^'+^+/^— : 



if^-H^-r-^ 



Corollaire I. Si , par un point P extérieur i un polygone n-gulicr 
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«le m eàtét «□ m^ne .au carcl» inscrit une fangente FT, la 
touchant en T ; en posant l'angle CPT:^2j> , £t conscrrant k • 
sa précédente valeur; co aura 

PH, . PH . . PH , ..... PH^^^C^'Sin'^C— J»)Sin.m(.4-*) ; 

CoroUairfi II. Si le point P est ^u conluire intérieur au poly- 
gone ; en élevant à CP eA P une perpendiculaire PK , terminée en. 
K & la circonférence du cercle inscrit , nieiuat le rayon CK et 
posant l'angle PCK— 2> ; on aura 

PH,JPH,.PH,„.PH,^(iff)'"{Tang.«(iw-iï)fCût.-0^^)-2CM.Mi-î 

Corollaire liî. P étant sur la circonférence du cercle inscrit \ on a 

PH, .PH, .PH, .-«.PH„=4(J^Sin.»;n-. 

Corollaire IF. Si , au contraire , P est sur la circonférence du 
cercle circonscrit; on aura 

PH, .PH,.PH, PH,„=— 4(ir)'H>>s.'flî« ; 

Corollaire V* Deux polygones réguliers de m côtés étant l'un' 

SiSaS| S], circonscr'4 et l'autre S^iS^^S'^ S'„ inscrit à un 

même cercle , d'un rayon r , de telle manière <|ue leurs côtés soient 
respectivement parallèles ; et P étant un point quelconque de la 
circonfécenca } on a , abctiaetiop fait; des signes des perpendicufa'Sres , 

PH,.PH,.PH,....PH„+PH',.PÏÏ',.PH',™PH'„=4(î''r •" 
Çùrettaire yi. Si , au conlraire, le» sommets de l'inscrit répondeut 
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auK fliilieox des cdtés du circoDserit ; on aura i en fwsaAt toujours 
abstraction des cigncs des perpendtcuUîres, 

ÎH, .PH,.PH, ....PH„=PH',,.PH'..PH'j ....PH'„. 

CoroUaire VIL Le point P élaol «ur la circonférence du cercle 
circonscrit k un polygone régulier de m cdt^s ; on aura 



(PS,. PS. .PS) ....PS„)« 
PHi.PH,.PH, PH^ 



=-(ar)- 



THÉORÈME IX. Tas cdtés d'un polygone régulier de m, calés 
ëtant prolonges jus^u'i la rencontre d'une transversale quelconque 
en L, , L, T L, ,.•••• L ; et la perpendiculaire CP abaissée du 
centre du polygone sur cette droite étant supposée 5=0; en dési- 
gnant toujours par 2* l'angle T'CP formé par CP avec le .rayoi^ 
ç,f/s^f/ (]u cercle inscrit qui se termine au milieu T^ du prenûei 
e6té S,SaJ on aura ^ si ro est impair., 




L,PL..PL,«PL«=j;^;^{(v'H^+V^?^)*M-(/?+Sr-V^^ 



abstraction faite des signes. 

CoroUaire I. Si la transversale est tangente au cercle inscrit; et 
£, ayant pris l'arc PT'£=ni.FT^» on mène par £ une ungenie 
EL , rencontrant la transversale en L ; ep faisant toujours abstracUoil 
des signes , on aura , si m est pair , 

PL. .PL, .PL, .....PI^=r^ i 
et 91 m 9st impair, 
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PL.. PL, .PL, PL„=iPL.r^-' . 

Corollaire IL Si la transversale est tangenie au cercle circonscrit 
en P ; en prenant, à partir de P , l'arc PSt£=/nPS, , menant 
au cercle , par E , la tangente EL y rencontrant la transversale en 
L; on aura , toujours abstraction faite des signes^ si m est impair « 

PL.. PL, .PL, PL„=PL.r'"-« ; 

et, si m est pair , 

PL,. PL. .PL, PL„=ËL'.r"-« . 

Corollaire III. Enfin , la transversale étant supposée passer par 
le centre du polygone ; si par l'un M des points où cette droite 
coupe le cercle inscrit , on mène k ce cercle une tangente perpen- 
diculaire à la transversale ; et si , après avoir mené le rayon GA , 
parallèle àcettefarigeote,el pris l'arc AT'E=;m.AT/=m;;»—MTO« 
on mène le rayon CFN par le miticu F de l'arc AT'E , et pro- 
longé jusqu'à la rencontre de la tangente en N ; on aura , en faisant 
encore abstraction dès signes, si m est impair, 

PL,. PL, .PL^....PL„=CN.(2rO'-' ^ 

et , si m est pair ,. 

PL,.PL,.PL,....PL„=cr^*.(2rO''-* . (') 



' (*)'I1 MfaiC curieux âe rechercher si lés polygones éloiK's de M. Pojnsol , ot; 
nfme ceiix ijut ont 'ilc considiirt^s p^^ M. Argrind , h \u page 189 de ce volume , 
ne jouissant pas de quettjiies prôpriélés analogues ; en jupposanl touterois , pour 
CCS derniers, ou que leurs sommets sont uniromii.'nient ilistrîbucfs sur une cir- 
confi^rcnce de cercle, ou que leurs ciitës sont langons à un' mime cercle , cl 
«nt leurs points de conl^ct avec lui unifortacmenl disU'il;ut)s sur la circonférence» 

J. D. G. 
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QUESTIONS RÉ§OLUES. 

Solutions^ des deuco problèmes de géométrie proposés 
à la page fjz de ce volume 'y 

Par M. Bret , professeur de mathématiques à la faculté 
des sciences de l'académie de Grenoble. 



doiENT X , y , z \t5 coordonnées du «ommet d'un angle Irîèdre , 
rapporté à trois âxes rectaDgulaires j et sorent X,, Y , 2 Its coor- 
données courantes dans l'espace. Soient les coordonnées des aréres 
de l'angle trièdre aii^sl qu'il suit : 

X=a:-^ûr , X=:t~\-a'rf , X=ix'+a'^r'' , J 

JS-z+cr , Z-z-^-c^r' , Z=^Z'^c"r" ) ) 
BOUS aurons, «ntre les conslanles ^ les ëqualloAs d« condition 

« *-|-3 *-\-C •=! , J 
^»4i"+£'»=M , J (2) 

Si l'angle Irîèdre est tri-rectangle , on aura , en outre 

aa' -^-hb' -i-cc'^o 
a'a"-\-b'b"-^c'c"=o , ) (3) 
û"a-\-b"b-{'C^'c=:o , 
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11 est «faillents connu qu'à ces relations on peut snbstUoer y comnw 

univalentes , les relations que voici : 






h+i'c'+i"c"=o , 
(4) t(j+i:'a'+c"t"=o , \ (5) 



«t qu'on en peut encore , entr'autres j déduire les suivantes ; 

itt^^-db» *'o"— aV al"— t'a" 






hc'—<V ta^i—ad 



,(&) 



Les iq^iatlons des faces de l'angle ttîèdre sont 

Si*, entra les trois équations de chacune d'ailes on élimine lesdeax- 
variables qui leur sont communes, on trouvera pour noureltea équations^ 
do ces même» faces, en' ayant égard aux relations (5), 

« (x-xy^i (r-y)-i-c (z-z)=o , i 
a'(jr-»H-*'(r-r)+«'(^-z)=o, 5 (7) 

<."(X_^>W'(l'-^)-K"(Z— z)=o , ) 

Ces choses entendues , nous pouvons prooidër i la solution dé^ 
deux questions proposées. 
SSjOBLÈME I. Quelît surface décrit le sommet dun angle 

IriUre 
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iriiire tri - rectangle mohiU. , . dont Us ariles sont assujetties à 
toucher perpétuellement une sur/ace Jixe du second ordre ? 
Solution, Soit 

j4X'+Br--:^CZ*'h2J^X-{-2Bfr-^2ÛZ=o (8) 

l'ëqnatioD de la surface fixe du second ordre. En la combinant fi) 
arec celles de l'arête r, pour éliminer X, T , Z ; expritnant qtre 
Téquation rësultante du second degré eo r a ses deux racines égales, 
ti posant, pour abréger, 

Ax-^Af=D , D'—JK^iy . 
5/+B/=î£ , E*~BK=^Ef , 
Cz-\-a^F , F'—CK=.F' . 
on aura 

iya*-{-mh*+Pc'+2EFbe+iFJ)ai-{'2DEah^o : 

jOa «xprhnera donc ^ue les trois arêtes sont tangentes & la sotfjcc 
courbe , en écrivant 

IVa *-\-E'h '+F'c '-\~2EFè c -\^2FDe a •\-2DEa h =o i . 

Dfaf '-\-E'h* ^-{-F'e' ^'haEFb^ c" -{-zFDe' a' -^-aDEa' W =o , 

en ajoutant entr'elles ces trois équations , et ayant égard aux rel»> 
lions (4) et (5) , U viendra 

c*est-Ji-dire , 
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OU encor» ,; -, 

—iA+B+Cy (^«H-Bj'M-CcM-a^'^+aB'j'-hiC'rJsso 
ou epRn,, en dëvdoppant' et ordonnant. 

Telle est l'^quatîon de la surface cherche. 



I =3>^'»+**î-irC«. (ô) 



PROBLÈME II, QueiU swface décrU. le. sommet d'un angh 
trièdre tri-rectangle mobile^ dont les faces sont assujetties à itrt 
perpétuellement tangeniêt à.une méma surfuc» dpnnée du second ordre ? 

Solution. L'équation du plan tangent a la surface (8) t/MK HA 
point de cette surface dont les coordonnées sont X' , Y', 2' , est 

iAX:'+A')X+iBV+B>) Y+tCZ'+C^Z+A'X'-i-B'rf+C'zQo ; ' <io) 

les ttoia coordonnées :X'' , Y', 2'' étant liées cntr'elles parla y«lBt{<â 

AX''+BY'*+CZ'^+2A'X'-\-2B'Y'+zC'Z'=o , 

laqbcUe peut être ■écrite aînsi 

SCiAJe^Arm-CAiBY*+Bfy*-i^BcCZ'+C'y^:xBCA'^^^B"+AB&* )■ (i O 

Majs , l'4i]i)at^on du. pl^n' dç la face r'r'^ ^t (7) , . 1 

si donc on veut exprimer que cette face est tangente i H Isurface 
du second ordre, il fandr%, .écrire q^q^lcg équations (10) et (12) 
ne diffèrent au plus que par un facteur, ce qui donocrfi j -^ 
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>.i=ÈY'+Br ; x(j»+jj-+ca-)-,<'X'+S'Y'4-C'Z'=o , 
jie=ez»-t-e>'. i ';"-'■' -f '.+■ 1-' 

a*<trt(jji)iia»' p o w wi » ,;poap-alwëgw-, '■■■ '^j ; - '■ 'i ■•rci ;-::> ; -. 

. 1 ; '■ , ■ " ;; ; ■ae*qie}»-jf^,iac'^^;;^ ,^1 , ■( ;:_ ^ ,, 

' '■ ^ '■ '^i+^'=D, BCD— JTr!:»- ' ! ( >■■ 

on obtient aisëment 

: 3 - ■( I ', ^ !iiir 1; 

ABn donc qde-Us-4ro4>- %M-dfe. l^ ng lo [triW ffr-aoièfag^ tangentes i 
la aur&ce conrBc ^ on devra aTOÎ^ 

BCD')^>*+CAÈ'b"^ÀBFc^^iABCiAEive"+BFDc"a"+CI>Êa"6^s=o; 

En prenant la soncm^' -dnicM» t»b éfnâ&âa-V ^ ayant égard aux 
relations (4) et (5) , il vient 

«'«M-riridÎM , ' ,'. ■ -, i ■■,...?-'' ^ ^ 

bu encore 

S'C-lAx+A^-+C'A'lBy+B^-+jfBKCz+Ci)' 

—(.BC+CA+AB)(BCA''+CAB"+ABO-i 

ou enfin , en développant , ordonnant et réduisant 
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«Sï QUESTIO^jV^nÔPOSÈES. 

:>tSC(«>-t7'4^-)+2(BC^'>-)-C..<Sy-|.<<BCr<] 

,Telle eu joito. ]'^u»ttOD de. la. surface eherphëe.. On voit 4|«e cette 
surface est une sphère ; et, en jicrifaal.son équatioti sous cette:forBife: 

on Toit que les coordoniiées de son centre, sont 



et qae son rayon est 



QtlESTlbNS PkOPÔSiES. 

MIL bi..:. : wr. Problème de Géométrie. 

I. v/n donne' les âîstascâs' 'doi -ùn^e-^u eercle circonscrit. \ un 
triante & ses trois t^Xés , et on demande de coDStruir& le- friàngle'? 
IL On dofuio^ le* di^Mices. .da .ceoite du- cticle . inscrit i tin 
trÎMiglc à ses trois sommets , et on demande de construire I* 
triangle ? 
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GRANDEUR ET DIRECTION DES DIAMET. PRINCff. SSj 



GEOMETRIE DES COURBES. 

Essai sur la recherche clés grandeur el direction des 
diamètres principaux , dans les lignes et surfaces 
du second ordre c/ui ont^un centre , 

Par M. Bret , professeur de mathématiques à la faculté 
des sciences de l'académie de Grenobla 



KJh s'est servi plusieurs fou, avec arantage , dans ce recueil^ de 
la propriété de maxima et de minima dont jouissent les diamètres prin- 
cipaux , dans les lignes et surfaces du second ordre qui ont un centre , 
pour la reïTierche des grandeur et direction de ces diamètres. Pfous nous- 
proposons de montrer ici qae , par des eonstdcrations plus élémeb' 
taires y on peut parTCair au même but ^ d'une manière tout aw 
moins aussi simple. 

I. Soit l'éqaation 

IT est connu, et U est d'aillcur» facile de dcinontrcr J-." que, sV 
FoQ a 

t?-~ah<o , (2) 

celte équation n'exprimera absolument rien ; 2.** qu'elle exprimera' 
le système dé deux droites se oupant \ l'origiuo , si l'on a- au 
CBDtfaire- 

e*—ah->o ; (3) 

%.' qu'enBo , dans le eas particulier où' l'on aura- 

Tom, r^ n," XII ^ i."yW» i8i5w ^ 
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(5) 



358 GRANDEUR ET DIRECTION 

C*~~ah=o , (4) 

les deux droites se confondront en une seule , donnée de dîreclîon 
par l'une ou l'autre des deux équation^ équivalentes 

lesquelles en e/Tel , par l'ëlîmination de x et y , reprodui^eat la 
relation (4). 

Gela posé ; soit 

Ax'+By'-h2Cxy=:D (6) 

Fëquation d'une ligne du second ordre , ayant son centre & l'ori- 
gine des coordonnées , que nous supposons Tonner entre elles un 
angle y. L'équation d'un cercle ayant son centre à l'origine et son 
rayon égal à r sera 

s'-hy'+2syCos.y=r* . (j) 

Ce cercle coupera la courbe en des points dont r exprimera la 
distanee & l'origine. 

Soit prise la différence des produits de l'équation (6) par r* et 
de l'équation (7) par D ; nous aurons ainsi 

(^r*— Z>}jr'-Kflr'-i))j»+2{Cr*— Z)Cos.y)jy=o , (8) 

équation qui , ayant lieu en même temps que (6) et (7) , doit 
appartenir à une ligne contenant les points d'intersection de celles 
qu'expriment ces deux-là. 

Par la comparaison de (1) et de (8), on a 

a = .4r'~D , â=Br^—D, £ = Cr'—DCos.'r i 

d'où il suit i.** que , si l'on prend (2) l'arbitraire r de telle sorte 
qu'on ait 



DigilizedbyLiOOQlC 



DES DIAMÈTRES PRINCIPAUX. 35^ 

réquation (8) n'exprimera rien; et par consëtjucut !c cercle (?) ne 
coupera pas [a courbe (6) ; 2..* que , si au contraire on prend (3) 
l'arbitraire r de telle sorte qu'on ait 

(Cr*— ZÏCos.y)'— (^/■"— D)(5/-*— Z>}>0 , (lo) 

celte équation (8) exprimera le système Je deux droites se coupant 
à Torigine , lesquelles contiendront les quatre intersections de I4 
cour1>e (6) aVec le cercle (7) } 3." qu'cnBn , dans le cas partlculieir 
(4) où l'on prendra l'arbitraire r de telle sorte qu'on ait 

iCr'—DCos.yy—{^r'-DXBr'—D) = o , (ii) 

les deux droites se confondront en une seule-, de sorte que le cercle 
touchera simplement la courbe. 

Or, il esfvisihle qu'alors cette droite unique deviendra l'un ou l'autre 
des diamètres principaux , et que r sera la longueur de la moitié 
de ce diamètre ; ainsi , les longueurs des demi-dianièires pnQcipauK- 
sont donnas par l'ëquatîon (ti) qui > dévcloppcc , revient à 

(C* - ^B)r*+DiA-\-B^2CCos,Y)r' —Zf'Sin.V = o ; 

et leur direction est donnée (5) par l'une ou l'autre des- deuK 
<^uatioa» équivalente» 

(Br'~~D)y-\-(Cr^—DCos.v)s=^o , 
Sir «lais l'équation (8) , on suppose r= o» , cette équation devient 

et exprime conséquemment te système de deux droites- coupant Is 
courbe (6) à iine distance- înBnie ; mais , pour cela , il faut qu'on ait 

C*—AB>o ; 

aÎDsî , c'est I^ le seul cas oui cette courbe puisse avoir des asymptotes» 

IL Soit réq,ualion 



.ypoogle 



3Go GRANDEUR ET DIRECTION 

Il est connu, et il est d'ailleurs facile de démontrer que j suivant 
que la fonction 

<ï3c— tffl/'— ii^— r£"+2a'^</ (2) 

sera positive ou nëg^alive , l'équalion (1) n'exprimera absolument 
rien, ou exprimera une surface conique ayant son centre à l'origiDe; 
et qu'en particulier , lorsque cette fonction sera nulle , la surface 
conique dégénérera en une ligne droite , donnée par le système d< 
deux quelconques des trois équations 

û:r~i-B'z+c'y^=o , J 

èy+c^x-{-a'z=o , > (3) ^ 

donc chacune est en effet comportée par les deux autres , ioule« 
les fois que la fonction (3) est nulle. 

Gela posé ; soit 

l'équation d'une ligne du second ordre , ayant son centre ^ l'origine 1 
les coordonnées faisant entre elles les angles que voici : 

A-ng.{y,z)=^u , Ang.(i,*)=^ , Ang.(*,^)=ry . 

Ij'équation d'une sphère ayant son centre i l'origine et son rayon 
égal à r sera 

Z*+y''^z*+2yzCoa.m+2zaCos.fi-^2ryCos.y=r' . (5) 

cette sphère coupera la surface courbe suivant tous ceux île sm 
' points qui seront 'i la distance r de l'origine. 

Sott prise la di/Térence des produits de l'équation (4) par r* et 
de l'éqUaiioD (5) par D; nous aurons ainsi 
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DES. DIAMETRES PRINCIPAUX 36i 

+{Br'—D)y'+z(B^r'^DCos.fi)zx. ( =o j (6) 

+(Cr^—Dy+2{C^r'—DCos.y)sy ) 

éqaaiion qui, ayant lieu en même temps que (4) ^ C^)* doit, en 
général , exprimer une surface qui pa^se par la commune section 
4es deux premiers. 

Par Ja comparaison de (i) et (6) , on a 

h=Br^—D, ^=5V— DCos.(î , 

■ e=.Cr*—D , r'ssCV— DCos.j- ; 

d'où fon voit que , inÎTant les diverses valeurs qu'on Toudrt ^- 
gner à r, l'équation (6) pourra être] absurde d'elle-même, ou ex- 
primer une surface conique ayant son centre ik l'origine , laquelle 
passera par l'intersection de la sphère avec la surface du second 
ordre. En particulier , cette sphère deviendra tangente ii la surface 
(t) , et la surface conique se réduira i une droite (2) , lorsqu'on aura 

iJ«-—D)(fir»~I})iCr*—ï»-{-i {A'r^-^UCMM) (ffr*— DC(*/iXC'r«— I>Coi.>-> 

.— (,.4«-I>)£^V«-DCM..)»-(Br»-D)(B'r»-2îCoi.,«")-(C*-»-I>)(C'r»-DCoï.ï')»=o. 

Or* il est visible qu'alors cette droite unique deviendra l'un des 
diamètres principaui , et que r sera la longueur de la moitié de 
ce diamètre ; ainsi , les longueurs des demî-diamètres principaux sont 
données par l'équation (7} qui , développée revient \ 

!{BC^A'')-\-2{B'C'—ÂJ')Coi.» 1 
•^AB'~C'*)-\-i{A'B'-'Ca)Ois^ \ 
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36a GRANDEUR ET DIRECTION, Efc 

Î/^Sin.»— 3^'(Cos «— Cos.^Cos.y) 1 
4-5Sin.'^— 2£'(Cos.i!-Cos.yCos.«) | r» 
4-CSin.V— 2<^''(Co3.y— Cos.*Cos.^) J 
' — D'(i— Co8.*«— Cos.»^— Cos'x+2Coa.«Cos.^Cos.v)=o . 

et leur direction est donnëe (3) par le concourade deux q^uelconcjaes 
des trois équations 

C^r»— /))j+(fi''r»— Z)Co5./î>+(^V'— DCos.y)j-=o ^ 

(Cr* -i?)z+(^'r»— Z)Cos.^;ï-4-;5V— i)Cos.^>=:o . 
Eti raîsoDaant comme nous l'avons fait ci- dessus on trouTerft 
^e l'équatioa 

Jx*+Bx*+Cz'+2Àyz+2B^zx+2C'iY=o 

est celle de la surface conique asymplolique de la surface proposée;; 
mais que , pour qu'elle puisse signifier quelque chose , il faut qu'on ait 

aînsî, ce cas est le seul' où la surface proposée ait une surface 
Conique asymptotique. 

IIL Quelque simple et élégante que puisse paraître la précédente 
aoalise , nous pensons que^ dans 6a traité élémcnlaire- de géoméliîe 
analitique , on doit lui préférer encore soït la discussion donnée 
par M. Gergonne^ à la page 6i de ce volume , soit celle que nous 
avons donnée nous-méme , par la transformation des coordonnées ,. 
(tome II, page 33, et tome IV, page gS ) ^ et oi^ nous avons. 
fait connaître pour la première fois l'équation qui donne les longueurs 
des dramèlres principaux des surfaces du second ordre ^ ea fonctioa 
dies cflefHciens de l'éq^ualioa primiiive,. 
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FONCTIONS LOGARITHMIQUES. 365 



AN ALISE TRANSCENDANTE. 

Développement en séries des Jonctions logarithmiques 
et exponentielles ; 

Far M. Gergohne. 



«J'ai donne, dans le troisième volume de ce recueil ({>age 3^4)* 
une méthode de développement des fonctions circulaires en séries qui 
me semble fort courte et fort simple. Je me propose ici de parvenir, par 
des moyens analogues, au développement des fonctions logarithmiques 
et exponentielles ; de manière que les deux articles pourront se servir 
de suite l'un à l'autre. 

I. Lé'Iogarithme de l'unîtë étant nul , dans toat système logarith- 
mique, on est fondé à supposer, quel que «oit x^ 

Log.(i+*)=^*-f-5s»+C*'+Zîa:*+„.M ; (i) 

A , R., Cf étant des coefBcïcns inconnus qu'il s'agit de fl^-- 

terminer. 

On aura semblablement . 

Log.(i+j)=^r+jBy'+c^»+zîj'»+..... , (2) 
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364 FONCTIONS 

Log.;.+:r)-Lo6.(.+r)=Los.^=Lo5.| ■+(^)| i 

substituant donc les valeurs (i), (2) , (3) , il viendra, en divisant 
les deux membres de l'éguafion riisullantc par x—y , et en le» 
Muliipliant par i-4-y. 

Dans cette deniière ôquatTon ,xely demeurant indétennintfs ' 
Âdëpendans, on peut supposer f^^x-, elle devient ainsi 

Mt, en. déreloppaot et réduisant, 

+^1 •\-2b\ +3C I 

€^ ^uF donnera , S caase Je llodélermioation de x ^ 

2B4- -<=o , ] t 5=— i^ r 

3'C+a5=o , I ] C—-^\A r 

\ d'oa ( 
ifZ)+3C=o . [ 1 D^~iA , 



foBMrttianf dbnQ- dans (r), iT vVehd'ra 

Sans celle formula, À demeure arbitraire ; mais cela d 
puisqa'^' raison duchoîx arbitraTre de la base, S un i 
peut répondre une ibBnitë de logarithmes diiTërens. 

Si , d'ans- celle formule- (vQ , on change * en x — 1 .. 
Log^=^{Cs»— i)— î(^— *-)"+7(*^r)*-^(«— r)M- 
Soit b la- base da système logariihmiq^ue , et soi: 
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QUESTIONS 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution du problème (^alliage proposé la page 264 
de ce volume ; 

' Par M. J. B. Durramde. 



IrROBLÈME. Deux vases contenant des polumes connus V, V/ 
de m^ànges de plusieurs liquides , dont le nombre et les proportions 
soifi inconnus pour chaque pose ; ne serait-il pas possible de cons- 
truire deux poses plus petits et dune même capacité , tels ^u'en 
lês eiÂpUssant è la fois dans les deux poses donnés , et: pérsànt 
ensuite dans chacun le liquide extrait de l'autre , les mélanges 
de liquides contenus dans les deux pages , après cette opération ,' 
soient exactement de même nature ? et quelle dePTûit être pour cela 
la capacité commune des deux pases égauf P 

Solution. Puisqu'on sqppose tes liquides e73Cfemeii< mdéa àaas 
chaque vase , on peut coasldérer W mélanges comme deux liquides 
de nature diiîérente qu'il faut ipftlér exactement , par l'opération 
proposée. 

Soit df>nc dési^n^ par s la capacité commune des detfx vases 
légaux et inconnus ; l'opératioQ exécutée . les volâmes des deux 
liquides contenus dans les deux vases seront 

i Premier liquide. . . . : . V— jr ; 
Deuxième liquide', i . . . ' x , 
i Premier liquide 0. ,. t ■ -, 
■ 
Deuxième liquide • . j ■ y-—^ t - • ' 
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RESOLUES. 369 

«fin donc que les deux mélanges so'ieat exactement faits dans les 
mëines proportions ^ on doit avQÎr 

foà on tire 

W 

*~ v+v ' 

ainsi la capacité commune des deux vases demanda est le produîr 
des volumes des deux mélanges , divisé par leur somme. 
Soit V>V'i on a 

V V V— v 

. » • v+v * * • ' • ' • v+v ' 

ee qui montre que la capacité s est toujours plus grande qne la 
noitië du plus petit des deux volumes donnés , mais moindre qua 
la moitié du plus grand. 

Sans le cas où l'on a Y^ssY, on trouve almplemeol s^\'^\ 
ce qar est d'ailfeort évident 

On volt donc que l'on peut, par une opération unique , mél«r 
exactement deux liquides contenus dans deux vases diiTérçns , lors- 
qu'on n'a pas la faculté de les verser en totalité dans un troisième 
vase. Il serait intéressant d'étendre celte méthode i un plus grand 
nombre de liquides conleous dans autant de vases. 



Soluli<ms de deux des problèmes doptitjue proposés à Ut 
page tgS de ce volume { 

Par un Abonhé. 



Problème J. Sur w» taUe reetangi^aîre donnée dûivat iirê 
pîofiu deux haaiire» de mémeintenùfé » Hepies athdesnu de cette 
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ij6 QUESTIONS 

iai/è d'une même tjuantUé donnée , et qui doivent y être tellement 
posées que leurs projections tombent* sur la droite qui joint les 
milieux des deux petits côtés de cette table , et soient également 
distantes de part et d'autre du milieu de cette droite. On demande 
de quelle manière ces deux lumières doivent être placées ; i .' pour 
que le point le moins éclairé du Bàrd de la table le soit le plus 
possible ? a.° pour que le point le plus éclairé du bord de la table 
le soit le moins possible ?" 

Solution. Soient 2« l'un des longs côXés , zb l'un dçs petits côtet 
de la table , ,c. |a hauteur commune des deux lumières au-dessus 
de son plaB ^ et -z la distance -comtnunei île Jeurs projections au 
centre de, la table. Pour plus de simplicité, prenons, pour unité 
'd'intensité l'intensité commune de nos deux lumières et pour unité 
d'HIuminalîon la clarté que donne l'une d'elles à une distante égale 
k l'.unité de longueur ^ et rappelons-nous que là lumière se propage 
en 'raison inversé du qtiarré des distances^ 

.Examinons , en pcemicr Heu ^ ce. qui se passe le loijg de l'ua 
des petits côtés de la table. ïl est d'abord évident que son milieu 
en. sera le point le plus éclairé , puisque chacune des deux lumièrei- 
«cra plus voisine de ce milieu que de tout autre poinl da même 
Dord^ Il est clair en outre que l'illumination de ce même bord ira 
«ans cesse en décroissant continuellement , de part et d'autre de ce 
milieu ; de matrière- qtie-4e»- dmx' extrémîtlfs de l'un des petits côtés. 
,e<i seront les points les moins éclairés.- 

ti'iUummatioh du milieu de I un des petits côtés sera> 



, atcH-g'-K') 



et celle- de l'une de ses extrémités sera. 



C'i 



■*»-h:':t-SR— «)-* - 6H-<=+to+r)« , (,^»-HH<*J*-4^** 



(4 



ï„.JSu^oaonft;<aetueUealèn(-quB z. Varie et v03wns.ce qui en deVr» 
aésulter.. SL d'aboid oa avait z=: 00 , il est évident que le milieu. 
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ia petit côté lerait inHuiinçttt peu éclairé , et qu'il en serait de 
même de ses deux extrtimUés ; igaîs j à Rittsure que z diminuera , 
l'illumination deviendra plus vive ; cependant, commp -cellf îllu- 
aiinaj[îc>n redeviendra dfi nduveau -Infiniment petite , 4orsqu'on aura 
jS^ — GO , il s'ensuit Qu'entré ces deux valeurs i^^ doit s'en trouver 
^pe_ qui ^donnc <pour-. té milieu àa petit -càté , et conséquemment 
aussi pour ses extrémités , up maximum d'illumination ; et l'on voit 
même que ce maximum répondrait, à'z=j, si l'on' avait c=o , 
puiaqii'alors Tune des lumières se confrondrait avec le mille}! du 
petit côté. 

Pour ■ savoir à quelle valeur de z répond fe nj^ximy^n dont^ 
îi s'aj^it, lorsque c n'est goijit nulj dlfférentions la formule (i) 
par rapport à cett^ variable z en dtvi^t par df ; OOUs trouveioDS ainsi 

, 4z . —- ■■ - 



d'où, «o égalant \ zéro. 

En rejetant tout emploi de signes qui rendrait inévitablement z 
imaginaire» ainsi que le double âi^e de z , la sêcoùde . équation 
donne simplement 

«t encore , pour que cette valeur puisse être admise , faudra-t-îl 
qu'on n'ait pas 3«<v''«'-K'' Ainsi , en ëlevailt au milieu de la table 
une perpendiculaire à son plan égale è la hauieur commune des 
deux lumières , îl faudra que la dislance de l'extrémité dt; celte 
perpendiculaire au milieu du petit côté n'excède pas la longueur 
totale de la table , pour que .cette' valeur de z puisse être admise. 
Pour savoir présentement laquelle du celle valeur ou de la valeur 
2=0 répond au maximum , passons à la dillerentielle féconde , 
que nous trouverons être , «n ia^ divisant par àz* , 
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Sji QUESTION* 

4,.(„.+t.)-(rM-'-K')' ! 

*■ im-oH*>)— ««'i'!' 

. , («•4.4<-);(«>t«S«:-)--»i-^.',-ArH<--4^')-«'y<"('''4J'H«H«»H''i^ 
En pûMnt x=o » la seconde fraction s'évanouit et la premiè^ derient 

quantité négatire on posilirs , suivant que Stf sera moindre on plas 
grand que f/o'-f^' î ainsi, la valeur z=o , répondra à un maxi- 
mum , si la valeur 

•s= ï^ (m.-(/o"-+-i;")v/o'-H" • 

est imaginaire; et cette valenr z=o répondra i un mittimm, «« 
an contraire , l'autre valeur de z est r^«/Ar. 
Si ensuite on pose 



=J/(m— v'a'-fiiOv'fl'+ff* > 



ou 1 ce qui ceTient aa 

c'eat an caotraire, la premIèM, fraction qui s'^ranomt, fan£t ^b» 
la seconde devient 



quantité négative ov positive , suiTant que 20 seta plus grand ou plos 
petit que \/a*-\<* ; et eomme ,. dans, le dernier de ces deux cas , la Ta-* 
leuï de £ derient imaginaire ^ il s'ensolt que « lorsque cetta valeur 

fsc possible r *Di; x^ond toojours à va moaimvm. 

yoûs 
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Voici donc de quelle manière variera l' illumination du milieu de' 
l'un des petits cotés de ta table , et conséquemment' de tous le* 
points de ce^ petit côté', par suite des Tariations de la distance 
commune z des projetions des deux lumières au centre de celta 
table. Si l'on a 3(i<^^Cpï; ce milieu sera infiniment peu éclairé 
lorsqu'on aura 2^ 00 j 1^ clarté qu'il recevra augmentera ensuite de 
plus en plus, 1 mesure que z deviendra plus petit ; de manière 
qu'ejle sera à son maximum lorsqu'on aura 2=0 ; z prenant ensuite 
des valeurs négatives de plus en plus grandes , celle clarté dimi- 
nuera de nouveau jusqu'à ce qu'enBn elle deviendra encore infini- 
ment petite lorsqu'on aura z= — ix. ' 

Si , au contraire , on a 20 > \/o»+c» ; la clarté reçue par le milieu 
du petit câté de la table sera toujours la moindre possîble'ou nuHe , 
lorsqu'on aura z= 00 ; elle croitra ensuite de plus en plus à mesure 
que z diminuera , maia de manière qu'elle aura atteint son maxi- 
mum lorsqu'on aura 

elle décroîtra ensuite à mesure que z diminuera et parviendra i 
son minimum _^Qxa z = o -, croissant ensuite de nouveau, pour z 
négatif; elle parviendra à uu nouveau maximum , è^ai au premier, 
lorsqu'on aura 

apïès quoi elle diminoen de nouveau cominuellemeDt pour' d^vsanr 
-encore nulle, lorsqu'on «itra x = — 00. 

.Dans le cas particulier oik l'on aurait za t±. ^â*4-£i , les ieux 

xrrtfjrûiM .se confondraient avec le minimum de part et d'autre duquel 

ibs se trouvent en général symétriquement situés ; ils répondraient 

ainsi, tous trois à U- v,aleur x=o ; maïs il est clair que . danè U 

Toma V. 5o ' 
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qtiestion qui nous occupe , celte valeur derraît ilre ri^pul^ donner 

sa maximum. 

D'après ies formules (i) et (3) , ou voit que, lorsque 'z=:o> la 
lumière que reçoit le milieu de t'oa ded petits côtés de la table esl 

tandis que la lumière reçue par l'une des extrëmitës de ce petit ctxi est 

— - — • (4) 

Si au contraire on fait 



z=j^(2fl— /o*+t*)\/«*+tf* ,- (5) 

valeur extrêmement facile & construire ; la lumière reçue par I« 
milieu de l'un des petits cât^s de la table sera 



3a(ï/«M-^>— o) ' 



(6) 



tandis que la lumière reçue par l'une des extrémités de ce petit 
cdlë sera 

On voit donc que , si l'on ne voulait avoir égard qu'à l'éclairage 
des petits côtés de la table , on pourrait établir en principe que 
plus cette table sera longue relativement à la hauteur commune des 
deux lumières au-dessus de son plan / et plus aussi il faudra re- 
tirer ces lumières vers ses extrémités ; tandis qu'au contraire plus 
elles seront élevées au-dessus de son plan relativement à sa longueur , 
■t plus aussi il sera nécessaire de les ramener vers son centre. 



.y Google 



RÉSOLUES. 375 

Maïs considérons prësentement ce qui se passera sur ' cliacan deà 
longs côlës de la table; et remarquons d'abord que , si l'on avait 
x=^Of c'est-à-dire, si les deux lumières se confondaient, de ma- 
nière à répondre aù-miliea de la table, le milieu de chacun de 
c^ longs oâtés en serait le^ point le plus éclairé ; tandis que ses 
autres points le seraient de moins en moins , à mesure qu'ils en 
seraient plus distans. Dans cette hypothèse , l'illuminatioa du milieu 
de l'un des longs côtés serait 



î=F' ® 



et quant ^ celte de l'une des extrémités de ce long câté- elle serait 
la même que ci-dessus (4)' On sent par là que , tant que Te» 
deux lumières demeureront à une certaineproximiléTunede l'autre, ctt 
sera toujours le milieu de chacun des longs côtés qui en sera le 
point le plus éclairé ; tandis que l'illumination sera la plus faible 
pour ses extrémités. 

Supposons au contraire que h étant toujours fini on ait x= OOr 
il est clair qu'alors l'illumination du milieu de l'un des longs côté* 
sera nulle , tandis qu'il se trouvera y de part et d'autre de ce milieu y 
deux maxima d'illumination qui répondront directement yis-à-TÎft 
^ chaque lumière,, et auront l'un et l'autre pour expressiou 



et l'on peut Inférer de là. que tant que les deux lumières se- troo^ 
veront à une certaine distance l'une* de l'autre , il y aura au milieu 
de chaque long côté un minimum d'illumination , compris entr^ 
deux maxima symétriquement situés par rapport à lui , et moina> 
distans de ce milieu que les points du long bord qui répond dl-: 
Rctement à. chaque lumière. Au delà: de ces- maxima t^illuminatun» 
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diicrollra conlinuollement , el pourra même devenir moindre que 

celle du milieu, si la uble est suffisamment longue. 

Con6rmons ptésenlament ces aperçus par le calcu). Considérons 
m point de l'un des longs cités dont la distance au milieu de ce 
long côté soit : égale i * i la lumière reçue par ce point sera 



a(j:*+r'+^'+c*) 



"s.+e.+(i+.). (,.+î.+»H'-)'-4x'»" 



(9) 



Supposons z donné et constant ; la différentielle de cette expression 
prise par rapport à * et divisée par dx sera 

4^.(x»+A'+'')-(»'+^'-MM-c*>' 

d'où , en égalant à zéro , 

^=o , ou (s'+z*-^B*-\-e*)' = 4-s*(z*-\ri*-^c*)* 

En rejetant tout emploi de signes qui rendrait inëvitablement x 
imaginaire , ainsi qne le double signe de ^ , la seconde équalioD 
donne simplement 

et encore faut-il , pour que celte valeur puisse être admise , que 
\i/z'+b'-Ç^ ne soit pas plus grand que 2z ; c'sst-à-dire , en d'autres 
termes, que la distance de l'une des- lumières au milieu de l'un 
des longs cdtës n'excède pas sa distance k l'autre lufnîère, 
' Pour savoir présentement laqnelle de cette valeur ou de la 
Taleur jr=o répond au maximum ou au minimum , passons à la 
différentielle seconde qui, divisée par dx* , est 
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En posant jr=o » la seconde fraction s'évanouit , et la première 
devient 

quantité négative ou positive , suivant que 32 sera moindre ou plus 
grand que ^«i^^i-^ -, ainsi, la valeur f = o répondra à un ma- 
simum , si la valeur 

est imaginaire; et celte valeur jr=o répondra à un minimum, si 
au contraire l'aulra valeur de ;r est réelle. 
Si ensuite on pose 



on , ce qui revient au même , 

c'est an contraire la première fraction qui s'évanouît, tandis que la 
seconde devient 



quantité négative ou positive , suivant que 22 sera plu^ grand ou 
plus petit que ^ t*-{^^-Çë* ; et comme , dans le dernier de ces deux cas, 
la valeur de x devient Imaginaire y il s'ensuit que , lorsque cette 
valeur 
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est possible y elle répond toujoars i un maximum. 

Voici donc quel sera l'état de l'un des longs côtés , suivant la 
situation des deux lumières. Sî d'abord la distance de l'une de ces 
lumières & l'autre est moindre que la distance de celte même lu- 
mière au milieu du long côté , ou , ce qui revient au même , sî 
les droites menées de ce milieu aux deux lumièresr forment entre 
elles ua angle moindre que 60° , ce même milieu sera le point 
le plus, éclairé du long côté, dont l'illumination diminuera ensuite 
de plus, en plus i droite et à gaucbe » en allant vers ses extrémités.. 

Mais si » au contraire ^ l'angle formé par ces deux droites est 
plus grand que 6a degrés « le milieu du long côté présentera nn 
m'm'mum d'illumination ; ce minimum se trouvera situé entre deux 
WMOxima q^uî en seront distaos de part et d'autre d'une quantité 

cE & droite et \ gauche de ces. mînima la lumière ne' ceisera plu» 
èe décroître. 
Dans, le cas particoUet où. l'on aurait ' 



c'est-à-dire,, dans le cas oà le triangle- des. deux fumières^ et dir 
milieu du long côté serait équilatéral., le maximum et les deux : 
mùama se confondraient en ce milieu ; mais il est clair que, daçs 
la, question qui nous occupe , ce milieu doit alors être: considéré, 
somme recevant un maximum de lumière.. 
S dans, la: founule (9) ou fait . 



.y Google 



RESOLUES. 379 

quantité tr&s-facile i construire , lorsijue z est Jonn^ « elle deviendra 

■ ' (10) 

telle est donc l'expression de la lumière reçue par iD'pouit le plus 
éclairé du long tôle de la table. 

Si l'on Teut profiter de l'indétermination de z pour rendre cette 
quantité de lumière maxirhum on minimum , il faudra recourir 
à sa différentielle prise par rapport à z , laquelle , en la divisant 
par diij est 



'a«»V*'+**-K' 



et ne peut consëquemmeat devenir nulle. Ainsi , la fonction (10) 
n'est proprement susceptible ni de maximum nï de minimum^ 

Mais* il est aisé de voir que, z étant indéterminé , plus on I9 
prendra petit- et plus aussi le point le plus éclairé du plus long 
i>ord de la table recevra de lumière : cette lumière étant d'alUeur* 
toujours comprise entre 

1 a 

et il en sera de même de son point du milieu.! 

Voyons enfin , si , à raison de l'indétermination de z , la quantité 
de lumière reçue pat les angles , qui sont en général les points 
les moins écliiirés, ne serait point «usceptible de deifenîr un ma- 
*imum. Cette quantité de lumière est 
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Sa diiTëtentielle , prise . par rapport k z et divisée par dz e»t' 
d'où l'on tire , en ëgalaat à zéro , 



L'analogie de ces résultats avec ceux que nous avons obtenus pré- 
cédemment , BOUS autorise à poser sur-le-champs tes maximes que 
Toici : 

Soit portée une des lumières au centre de la table ; si alors la 
distance de cette lumière i l'un quelconque des angles n'est pa» 
moindre que là longueur de cette table , ce sera en cet endroit 
que- les deux lumières devront être placées pour que les angles soient 
autant éclairés qu'ils peuvent l'être. 

Mais si , comme il arrivera le plus souvent , la dislance tic eette 
lumière à l'un des anglei. est moindre que la longueur de la table; 
alors, pour, que tes aqgles reçoivent le plus de lumière possible, 
les deux lumières devront être placées sur la droite qui joint Us 
milieux des petits cdtés » de part et d'autre du centre , de manière 
que les distances de leurs projections à ce centre soient' 

quantité très-facile ^ construire. 

PROBLÈME IL Résoudre le même problème pour une tabh 
elliptique ; les dgux lumières devant être placées de telle maoiiT* 
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f»tf leurs pTOJutîùns tombent sur le grand axe , à une mime dis- 
tance de part et d'au'ft-e du centre de la table. 

Solution, Soient sa le grand axe et ib le petit axe de Vellipse , 
tn sorte que son ëquatton soit 

Soit toujours c la hauteur commune d'es deux lumières au-dessuS' 
Sa plan Je la table , et soit enfin z la distance de h' projeclloo' 
-de chacune d^ejles au centre de cette table. 

D'après cela, la lumière reçue par un point du- périmètre de Kellipsiy 
dont les coordonnées sont *, / , sera: 



'H:rM-(«-')' cHyS-CH-')" c»Hrr'-K'-f*")— 4*'** 



(4 



Sn y metlant pour y sa valeur tirée dfe l'équation (i) et' posant^ 
pour abréger , a* — b*=e', il vient 

Supposons z. déterminé» et voyons qudle valeur il faudrait donnetr 
h. s pour que le point que nous considérons fût plus ou moins- 
Àïlairé que tous le» autres. La différentielle ds cette expressîon>^ 
prise par rapport ^ s est divisés- par ds sst 

«n l'égalant à zéro, on ^ 



On prouvera, comme ci^dessu», que la valeur :v=io est minimvnti 
•u maximum suivant que l'autre est r^^/Ar ou imaginaire ^ et que> 
dans tout le cas où cette dernière est réélit ^ elle répond à un maxi^ 
wmm. £o particulier > si- l'on a' • 
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OU , ce qui Revient au même , 



4iii— »» ' 



le masimum et le minimum se trouvent rëunîs en un même poiat 
qui n'est autre chose que l'extrëmité du petit ute , et qui doit 
àtre considéra comme présentant un maximum. 
Four la première valeur x=o , l'expression (3) dcrlent. 



,MJ.+c. 



c*e$t donc U la lumière reçue par Textrëmit^ du petit axe ; m 
c'est un minimum qui y a lieu ,' îl faudra , suivant les conditions 
du problème , rendre ce minimum le plus grand possible ,«e i quoi 
on parviendra, en posant z=d, si c'est au contraire un masimum; 
il faudra le rendre le plus petit possible ; en prenant z aussi grand 
qu'il se pourra, sans faire devenir ce point minimum. 
Mettons dans la formule (3) la râleur 



die deviendra 



Si l'on Tcut proHter de rindëterminatioa de z pour rendre celte 
fonction la plus grande on la moindre possible , il faudra passer 
à sa différentielle qui , divisée par dx , sera 



aa«VxH-*'+t'— '("H-*^*') 



a« «'C«V*'+*'-P*"^*J'V«'+*'+'' 
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En égalant cette dilT^remielIe i zëro , chassant Je radical , et re.- 
«leltant pour e* si valeur a»— J' , on obtlenï rëquation 

d'oil , en n'admettant que la racine, réelle {KuUWe , on tirera 



.= :/^ 



i- . ... ' 



Taleur que'Ton trouvera résoudre complètement la question et .qu'U 
sera facile de construire. . . . i 

Remarques. I. On résoudrait, par des principes et des n^éthodes 
analogues, le cas «^ W s'agirait de quatre ou même d'un plus grand 
nombre de lumières \ distribuer de la manière la plus conrenaible 
sur une table , soit rectangulaire soit elliptique ; mais il parait qu'alors 
les calculs se compliqueraient d'une manière notable. 

II. Au lieu de dcmauder que l'éclairage du bord de la table soie 
aussi uniforme que possible , on peut- demander, que le .point le 
moins éclairé de sa surface soit autant éclairé que faire se pourra. 

III. On peut transporter ces aortes de recberches dans l'espace 
et en faire la base d'une théorie de l'éclairage des' galeries ou appar- 
temens rectangulaires ou elliptiques , surmontés d'un plafond , d'une 
Toûle en berceau pu d'un dame , et éclairés par jdes lustres ou 
plaques ; ou même de jour , par des fenêtres ou Titrages supérieurs « 
dont il s'agirait alors de régler la dlstribotion de la manière, li^ 
plus arantageuse. > 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Probième de probabilités 

J-/EUX urnes contiennent l'une B boule» brandies et n noires , et 
l'autre 6' boules blanches et n^. On doit prendre h la fois et au 
hasard avec les deux mains dans les deux urnes un même nom- 
bre s de boules, et porter ensuite dans chacune d'elles Tes boule* 
extraites de Pautre. Quoi doit être ce nombre ae , pour «jne Ta pro- 
babilité i^a'alors Tes. bouTns HUncbRs et les boules noires seroQ)^ 
mniformément réparties dans les deux nines soit uo maximum l. 

Problème de Géométrie. 

Décrire fellipse du moindre përîmètre » entre toutes celles qiu 
fassent par les quatre mêmes pdînts donnés ? 

Théorème» de Géométrie,. 

TbMt quadrilatère , plan ou gaucbe , rectiligne ou sphérique' , dans- 
leqtfel la somme de 'deux cdtc's' opposés est égale ï la somme dea> 
dtnx aattek e6tés est cîrconscrif tible au cercle.^ 



"Sia su TÔUE ciNQuriKK. 
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CORRECTIONS ET ADDITIONS 
Pour le tome cinquième des Annales. 

* AGE 3 , Kgoes ai et iS — /* ; litts t «. 
Page 4 I "gne G^ /*; Usée : n. 
Page S, ligne i6^— ; lues: —, 

Page 13 , ligne i6 -~ B ^ Usez : BL 
Pag. 14 1 ligne J , —• Sin.*' ; /i«e : Sin.l. 
ligne 8 , — Sin.# , lisez : Sin.**. 
Pages i8 , ig , 30 , 21 — changez tous les f en x- 
Page 33, ligne i4 — o"; lisez : V, 

page 34 > lîgxe 6 , en remontant — 9,1430340 î Usez : Ofl43o34o- 
Page 3i , ligne 4 ■ en remoniant — ehe ; lisez : a'&'c'. 
Page 33, problème d'architecture ^ donnëii /ij«£ : donnéei. 
Page 69 , ligne 1 — de la relalion ; lisez : de relation. 

(i3); lisez-. (i5) 
Page 99 , ligne 8 ^ Avant on anra ëvidemmenl ; icrivee : 

en posant '4'Xs=f , •iy^=:M, 
Pag. too , ligne i3 — la fonction compoije,' ajoutez •.y..,.(. 
Page 1 13 , équation (60) première ligne — après ( L^) » ; écrivit s z, 

■i)dy ; lisez : — (sc^iiiy—fi^f. 

a.' ligne — ..^(a—O ; Usez lAijz — <)». 

3.» ligne — (*—*); Uns ■■ —<«—«•. 

Bf*— 'J 1 lii" ■■ B(x—nf. 

-— , melftf.d*. 

Page 143 f ligne 9 , en remoniant — Archimeâe ; lises : Arehimedet, 
Page j44» ligne it — Karoten; Ufz: Ksnien, 
Kœstner ; liste : Kaeitner. 
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CORRESPONDANCE ^^ 

Entre Us questions proposées et les questions résolues. 



TMneIII,page93i Protilème réaobi , tome V , page* j6g— igS 

Problème I. — i.i.i.-. 

I Problème U. »—. . ■ — 

Tome I V, page 396 < Problème IlL — — 1. 

I Théorème I. ^ ■ . .■ 

Théorème IL . £a— 55. 

_^ , f Problème. ' 55^-6o. 



f Problème I. 
) Problème IL 



Page gaj^ 
Page 172| 



- f Problème I. 

Page 3ao* 



_ ~,f Problème IL 

Page 2p' ^ 



Page 384 Théorème L «8-90. 
/ Théorème IL - , . . flor^a. 

, r Problème L Solt-^îo^ 

TomeV, page 3:.^ ^^^^^^^ ^ .304-309; 

Page 60 Problème. ' 

Problème I. 395—^99. 

Problème II. ^— 

Problème I. 35.-354. 

Problème IL 954— 35& 

Problème L 369— 38o. 

Problème II. 38o— 384. 

Problème III. ' 

Problème IV, ■' 



Problème II. ^ Sog— 3a8. 

Problème 1. ^^-^^ 



Problèioe IIL SeS— 369 
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^I> COHRECTlOt{S ET ADDITIONS. 

rage 145, hgae 10 ^implique,- Useet inpli^uent. 
Page 148, ligne 4 — ' oprit thëorie ; mettes ( ; >. 

apris pratique ; 11/ppritpez ( ; ), , 
Fage i56, ^ lanote, équation li)-~ (m- 1); lisez : Çm-^i), 
Page i6a , ligne 7 , en remonlant ^ changée tous les i en Z- 

ligne 3 , en remontant — r+J ; lisez : r+Ç. 
faga-i6A, lignoS^ce ^u'on &rL; lises : ce^'on a&it. 

ligne ao — Hertinus ; lisez : Herlinus. 
Page 184 t ligne 4 ^ ^ui "* vit { lises : qui ne voit pas. 
Page 187, ligne 4~ supprimes : au moins. 

Pagés'ôff, ligne 12 — de l'analise ? lises : ieVaiaCte} C)'; tt mtttex tn noU te 
for-^uit : 
a Cela a été exéculé par M. Legendre , dans U «eoDode édition de sa théorie 
àef nombres , pag. tSt , b.' iig. 

F^e~â47 , apcis la ligne i3 , o^nfes ecr otfnfa, 

....L^Ufi^rïe pourrait sembler ea contradîciioa 3vee la sërie connue 

— -ug^=(»-^)-i(«--^)+i(»'-^) — > 

Biais , outre que y dans les applications aiix nombres , elles Jonuenl 
)ès -mêmes résultais, leur coexistence se. trouve justifiée' par la 
légitimité des procédés qu! conduisent à l'une, et à l'autre. Elle» 
»diw« lt wit toutes deux un complément qui tend sans cesse à devenir 
I9 , néine , à mesure que I'od prend un plus grand nombre da 



fiage~36F', ligne 16 — algarithnùques ; li»ez: atgorithniques. 
SBge376f ligne 2, en remonum. — »-anf bCat^* ^i mettez:^- 

Supplément à /'Errata da tome JV,* 

Kge) iSî. i53, i55, au litre — OitnnB | lises : LEcni.. 
Page 047 ) ''S"* *^ •" »'— «=ajç ; lisez ; j^— ■i=3if'. 
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